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研究离散差分 +,-./012 系统的 3.4 对称性与 5140647 守恒量 8 根据扩展的时间离散力学变分原理构建 +,-./012
系统的差分动力学方程 8定义离散系统运动差分方程在无限小变换群下的不变性为 3.4 对称性，导出由 3.4 对称性
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! B 引 言

基于离散差分模型的约束力学系统的对称性与

守恒量研究是近年来分析力学的研究方向之一，其

主要思想是利用离散力学的变分原理把原来的连续

系统离散为差分动力学方程形式的力学系统，从而

构建起保原系统几何结构的离散算法［!，#］8 C,D<1E［$］

在研究离散系统的最优化问题时，提出了离散变分

原理，并给出了离散运动方程 8 344［9，’］首次提出将

时间视作一个动力学变量和空间变量一起离散化，

并给出了新的变分原理———差分变分原理 8 这一离

散变分思想被陈景波等［(，*］扩展运用于 3,?7,2?4 与

+,-./012 系 统， 得 到 了 离 散 力 学 系 统 的 :F/47;
3,?7,2?4 方程、正则方程与能量演化方程 8 近年来，

郭汉英等［&—!%］给出了离散力学一类新型变分形式

———差分离散变分原理，并提出“:F/47;3,?7,2?4 上同

调”的概念 8 张宏彬［!!—!9］与傅景礼［!’］等研究了非保

守非 完 整 系 统、事 件 空 间 系 统、+,-./012 系 统、

G.7H61II 系统、机电系统等几类约束力学系统的离散

变分原理和第一积分 8
对称性理论在常微分方程的积分、偏微分方程

的约化、线性化和渐进解以及分岔和控制等方面有

广泛的运用，其中一个比较重要的用途就是用来寻

求守恒量 8 约束力学系统的对称性与守恒量研究近

年来取得了很多重要的结果［!(—#%］8 3.4 对称性和

5140647 对称性是近代寻求连续约束力学系统守恒

量的两种常用的重要方法 8 3.4 对称性是运动微分

方程在无限小变换群下的不变性［!(，!*，#!—#$］8 5140647
对称性是基于 +,-./012 泛函作用量在无限小变换群

下的不变性［!(，!*，#9，#’］8 3.4 对称性和 5140647 对称性

方法 近 来 被 推 广 运 用 到 离 散 系 统，其 中，34J.
等［#(—#&］从数学方面较详细地研究了离散差分方程

和微分差分方程的 3.4 对称性理论，K171D2.0=>2［#)］建

立了离散 3,?7,2?4 系统的 5140647 理论 8 本文在此基

础上研究离散差分 +,-./012 系统的 3.4 对称性，并

导出由 3.4 对称性得到离散 5140647 守恒量的条件 8

# B 离散 +,-./012 系统的运动差分方程

力学系统的位形空间由流形 ! 来确定，其速度

相空间由流形 ! 的切丛 "! 来确定，考虑单自由度

的位形流形用广义坐标 # 表示，速度相空间用广义

动量 $ 表示 8 系统用 3,?7,2?4 函数 %（ &，#，#·）或

+,-./012 函数 ’（ &，#，$）来表示，3,?7,2?4 函数和

+,-./012 函数通过 34?42D74 变换建立等价关系，有
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系统的 $%&’()*+ 泛函作用量表示为
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离散 $%&’()*+ 力学中用离散差分序列（ #’（ "’ ））

和（$’（ "’ ））（ ’ ! 0，,，⋯，(）来替代连续的位形曲线

#（ "）和相空间中的连续曲线 $（ "），离 散 形 式 的

$%&’()*+ 函数和 1%23%+24 函数分别表示为 %-（ ") ，

") 5 ,，#) ，#) 5 ,，$) ，$) 5 ,），!*（ ") ，") 5 ,，#) ，#) 5 ,）（ ) ! 0，

,，⋯，( " ,），其中的连续坐标 $ 和 # 用离散中性差

分坐标形式（ $) 5 $) 5 ,）6#，（ #) 5 #) 5 ,）6# 表示，相应

的离散形式 $%&’()*+ 泛函作用量（/）式定义为
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计算离散 $%&’()*+ 作用量（8）式的全变分
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式中!) !（ ") ，") 5 ,，#) ，#) 5 ,，$) ，$) 5 , ）（ ) ! 0，,，⋯，

( " ,），+, 表示对离散差分函数 %- 第 , 个变量的偏

导数，结合固定端点条件!"0 !!"( ! 0，!#0 !!#(

! 0 和!$0 !!$( ! 0，根据扩展的时间离散力学变

分原理!&- ! 0，对应于变分!#) 和!$) ，有

,
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等式（:），（;）是离散 $%&’()*+ 系统的差分正则方程，

对应于变分!") 有
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等式（<）为离散 $%&’()*+ 系统的能量演化方程，（:）—

（<）式称为离散 $%&’()*+ 系统的差分动力学方程 .

/ = 离散 $%&’()*+ 系统的 1’4 对称性

取离散时间 ") 、广义坐标 #) 与广义动量 $) 的

无限小变换群
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（!）—（""）式中，!为群参数，"!，#!，$! 为变换群的

离散生成元序列函数 # 生成元的矢量场表示为
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矢量场（"(）两个离散点与三个离散点的扩展图式分

别表示为
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把动力学方程（,）—（-）改写为离散差分方程的形式
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其中
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（! & "，⋯，+ * "）#
运用（"+）式于离散差分方程（".）—（"/），得到
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判据 ! 如果离散生成元序列函数"!，#!，$! 满

足方程（"-）—（($），则相应的离散差分动力学方程

（,）—（-）的不变性为离散差分 01234567 系统的 839
对称性，方程（"-）—（($）为 839 对称性的确定方程 #

+ : 离散 01234567 系统的 ;695<9= 守恒量

引入离散变量和离散函数的递推算符和一次导

数算符分别为

, > -（ .!）& -（ .!>"）， （("）
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#!’" * #!
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离散系统的 ;695<9= 对称性是指差分形式的

01234567 泛函作用量在无限小变换群下的不变性，

;695<9= 对称性总能得到相应的 ;695<9= 守恒量 #离散

差分 01234567 系统的 ;695<9= 对称性有如下判据：

判据 " 如果离散 01234567 系统的差分动力学

方程（,）—（-）成立，且存在离散规范函数 /+!（ #!，

$!，%!）满足下列等式
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则系统存在如下形式的离散 ;695<9= 守恒量
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（()）式称为 01234567 形式的离散差分形式的 ;695<9=
恒等式 #

证明 根据（"(），（")），（("），（((）式展开等式

（()）得到
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!! [! !""（"!）

!#!
#
#! $ #!$%
#!#% $ #!

!""（"!$%）

!#!

#
""（"!$%）$ ""（"!）

#!#% $ # ]
!

## [! !""（"!）

!$!
#
#! $ #!$%
#!#% $ #!

!""（"!$%）

!$!

$ %
&

%!$% $ %!#%
#!#% $ # ]

!

#$ [! !""（"!）

!%!
#
#! $ #!$%
#!#% $ #!

!""（"!$%）

!%!

$ %
&

$!#% $ $!$%
#!#% $ # ]

!

# & [" !!（ #! $ #!$%）!""（"!$%）

!#!

#!!（ #! $ #!$%）!""（"!$%）

!$!

#!!（ #! $ #!$%）!""（"!$%）

!%!

#!!""（"!$%）$ %
&（%!$% # %!）#!

# %
&（$!$% # $!）$! # ’ ](!

! ’， （&(）

结合差分动力学方程（)）—（*），有
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根据（&%），（&&）式，由（&)）式可得离散 ,-./0.1 守恒

量（&2）

!!（ #! $ #!$%）&&［) $ ""（"!）］

##!（ #! $ #!$%）&2［) $ ""（"!）］
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! 3-45/ + （&6）

根据判据 % 和判据 & 可直接得到由 78. 对称性

得到 ,-./0.1 守恒量的条件：

判据 ! 如果离散差分 9:;8</-4 系统 78. 对称

性的生成元序列函数!!，#!，$! 满足 ,-./0.1 对称性

的判 据 方 程（&=），则 离 散 系 统 78. 对 称 性 导 致

,-./0.1 守恒量（&2）+
由判据 % 和判据 & 可直接证明判据 = +

( > 算 例

离散差分 9:;8</-4 形式 ?;".4 方程的 9:;8</-4
函数为
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研究其 78. 对称性与 ,-./0.1 守恒量 +
递推形式的 9:;8</-4 函数为
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&

%&! # %&!$%
#&! # #&!$%
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%&（ #&!$)! # #&!$% $)!$%）， （&@）

（&*），（&@）式代入差分动力学方程（)）—（*），并计算

&% ""（"! ），&= ""（"! ），&( ""（"! ），&& ""（"! $ % ），

&2 ""（"! $ %），&) ""（"! $ %），得到系统的离散差分正

则方程和能量演化方程
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（)’）—（)#）式代入（"*）—（#’）式得到 +,- 对称性的

确定方程
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设离散生成元序列函数有如下形式：
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式中 )"—)"# 为常数，（)&）—（)*）式代入确定方程

（))），并计算 %" % 1 &（"" ），比较各项的系数可知，

当
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利用同样的方法计算 %"—1 ’（"" ），%"—1 (（"" ），并

把（."）—（.)）式代入确定方程（).），（)/），得到
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结合（)"），（)#）式，（.&），（.0）式化为

*（#）
2 ［’（""）］! % ’（""）! ’， （.*）

*（#）
2 ［(（""）］! % #(（""）! ’( （.1）

由此可知离散生成元函数（."）—（.)）为离散

345,6789 形式 :52-9 方程的 +,- 对称性生成元 (
计算 %+［,2（%" ）］（ + ! "，#，)，.，/，&），并结合

（#*）式，代入离散差分 ;8-7<-= 等式（#)

[
）得到

"
#

!#"$" $ !#"
##"$" $ ##"

$ "
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[$ "
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& ’( （)’）

把离散生成元函数（*"）—（*+）代入（)’）式，得到

’%（#"）#%（$"）$ (（"）
% ［’%（#"）］& ’，（)"）

并存在离散规范函数 %&"（ )"，$"，!"），

%&"（ )"，$"，!"）& ! $"!"， （)#）

使得 ,-./0.1 等式（#+）成立，由此可知离散生成元函

数（*"）—（*+）也是离散 ,-./0.1 对称性的生成元，根

据判据 + 得到离散差分 23456/-7 系统的 ,-./0.1 守

恒量
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)"（!#" $ !#"!"）

)#" $ )#"!"

!
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$ "
8 )")"!"（ )"$8" $ )"!" $8"!"）
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其中 由（#9）式 可 计 算 ,-./0.1 守 恒 量（#*）中 的

##［’%（#" ! "）］，#*［’%（#" ! "）］，#8［’%（#" ! "）］(

8 : 结 论

本文研究离散差分 23456/-7 系统的 ;5. 对称

性、,-./0.1 对称性、;5. 对称性导致的 ,-./0.1 守恒

量 (主要的结论有：离散差分 23456/-7 系统 ;5. 对称

性的确定方程（"<）—（#’）；,-./0.1 对称性的判据方

程（#+）与 ,-./0.1 守恒量（#*）；离散差分 23456/-7 形

式 =4%.7 方程的 ;5. 对称性与 ,-./0.1 守恒量 (
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