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借助湮没算符的本征值方程及其本征态的完备性，证明了纠缠态的完备性 *在此基础上，利用纠缠态所满足的
本征值方程，得到了非对称纠缠态投影算符的积分 *
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& > 引 言

在量子力学中，考虑到算符一般具有不可交换

性，对具有连续变量的投影算符进行积分时，不能直

接应用牛顿2莱布尼兹公式 *算符的不可交换性给量
子系统的数学处理带来了复杂性 *尽管可以把投影
算符中的变量与算符分离，然后对变量积分，但这样

做太复杂 *必须寻找另外更简单、更有效的方法 *范
洪义等提出了有序算符内的积分技术（?/@A）［&—’］*
利用此技术，不必把投影算符中的变量与算符分离，

就能在有序算符内对变量直接实施积分 *
在量子力学中，虽然算符与其本征值具有不同

的性质，但它们之间有关联，可以通过算符的本征值

方程相互转换 *利用这一点，能使量子力学中的一些
数学处理简单化，比如求非对称投影算符的积分［,］，

证明一些新表象的完备性 *本文在文献［,］基础上，
首先利用湮没算符的本征值方程及其本征矢的完备

性，计算对称纠缠态投影算符的积分，证明纠缠态的

完备性；然后利用纠缠态所满足的本征值方程及纠

缠态的完备性，计算一些非对称纠缠态投影算符的

积分 *

" > 对称纠缠态投影算符的积分

纠缠态 !〉为两粒子相对位置 !& B !" 与总动
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对称的纠缠态投影算符为
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利用本征值方程
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借助于相干态的超完备性
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得到对称纠缠态投影算符的积分
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为了化简（0）式，用符号#表示算符的正规乘
积［0］，：%%：表示第二模真空投影算符 $〉% %〈$ 的正
规乘积，即
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利用 234(567389-:5;;公式，（"$）式整理为
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由此可见，对称纠缠态投影算符的积分值为单位算

符，说明纠缠态具有完备性 +

< = 非对称纠缠态投影算符的积分

纠缠态 !〉也是算符（ ! &
" ’ !%）与算符（ !" ’
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根据（"%）式，把非对称的纠缠态投影算符转化为对
称的；然后利用纠缠态的完备性，就能得到非对称纠

缠态投影算符的积分值 +举例如下 +
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利用本征值方程
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设" #"$ (@#（"$ A $），利用 234(567389-:5;; 公式，
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考虑到纠缠态的完备性，积分
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("%为双模宇称算符 +当## $时，
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)% 为双模压缩算符
［1］，它的表达式是简洁而自
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然的 !

举例 ! 积分!"#!
! !〉〈! $"（"为复数）

根据（%）式，得

〈! $" &〈’， [’ ()* + ! $" #

#

$（! $"）" !% +（! $"）!# $ !% ! ]#
&〈! [()* +""

" $""! $"!
"

#

$"" !% +"! ]# ， （##）

利用（%#）式及 ,-./0(1公式，（##）式为

〈! $" &〈! [()* %
#"

"（!% $ ! $
#）

+ %
#"（! $

% $ !# ]）， （#2）

由此得

!"#!
! !〉〈! $"

& [()* %
#"

"（!% $ ! $
#）+

%
#"（! $

% $ !# ]）
& "% + %

#( )" "#
%
#"( )" ， （#3）

其中 "#（ $）& ()*（ $! $
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算符 !

举例 " 积分!"#!
!2 " +!〉〈" $! ()*（!#

" +

!
"#）#$%#

利用（%#），（#’），（#2）式及 ,-./0(1公式，得

$%# &!"#!
!2 [()* %

#"（! $
% $ !#）

+ %
#"

"（!% $ ! $
# ]） +!〉〈!

4 [()* %
#"

"（!% $ ! $
#）

+ %
#"（! $

% $ !# ]） ()*（!#
" +!

"#）

&!"#!
!2 [()* %

#"（! $
% $ !#）

+ %
#"

"（!% $ ! $
# ]） +!〉〈!

4 ()*［（!% + ! $
#）#" +（! $

% + !#）#］

4 [()* %
#"

"（!% $ ! $
#）+

%
#"（! $

% $ !# ]）
& %
!# [()* %

#"（! $
% $ !#）

+ %
#"

"（!% $ ! $
# ]）（+）%%（+）%#

4 [()*（!% + ! $
#）#" +（! $

% + !#） ]#
4 [()* %

#"
"（!% $ ! $

#）+
%
#"（! $

% $ !# ]）
& %
!# "%（" $#）（+）%%

4 "#（+"" $#"）（+）%#， （#5）
令

# &% $&
"，" &% +&

"， （#6）
则

$%#（%，#）&
%
!# "%（#%）（+）

%% "#（#&）（+）
%#

&$%（%，%"）$#（&，&
"）， （#7）
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为了得到更一般的非对称纠缠态投影算符的积
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例如，让
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借助公式

［%，&］& ’，［%，&#］& #’&#("， （-$）
也可以从（-’）式，得到（$"）式 ,到此，得到了所有非
对称纠缠态投影算符的积分值 ,
由此可见，利用算符的本征值方程及本征矢的

完备性，原则上可得到由本征矢构成的非对称投影

算符的积分值 ,但是，利用这种方法，不便于计算由
非本征矢（或不具有完备性的本征矢）构成的投影算

符的积分值，积分结果也不是正规乘积的形式 ,

. / 结 论

在量子力学中，算符的本征值方程是本征值与

算符之间的“桥”,借助于此，从相干态的完备性，导
出了纠缠态的完备性；把非对称的纠缠态投影算符

转变为对称的，不实施积分，也得到了非对称纠缠态

投影算符的积分值 ,
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