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摇 摇 在 栽澡燥皂葬泽鄄云藻则皂蚤 近似条件下袁研究了 灶 维广义幂律势阱中 云藻则皂蚤 原子气体的最大囚禁范围袁给出了 灶 维势阱中

气体的实际囚禁体积袁导出了状态方程援 结果表明袁最大囚禁范围和囚禁气体压强不仅与势阱性质有关袁也与自由

理想 云藻则皂蚤 系统的化学势有关援 对三维球对称简谐势阱进行了应用袁表明在 栽澡燥皂葬泽鄄云藻则皂蚤 近似有效的前提下袁当系

统满足条件
噪栽
攸棕( )圆 员远仔圆早

怨晕( )圆 辕 猿垲员 时袁压强对温度的依赖关系并不明显袁而对粒子质量尧粒子数及势场强度 棕 有较强

的非线性依赖关系援
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员郾 引 言

云藻则皂蚤 气体的成功冷却与囚禁咱员暂 袁激发了人们

对于超冷 云藻则皂蚤 气体研究的极大兴趣袁研究结果展

示了丰富的物理内涵援 在实验和应用方面袁对于束

缚于光阱中的两组分 云藻则皂蚤 气体袁结合改变原子间

散射长度的 云藻泽澡遭葬糟澡 共振袁在远低于 云藻则皂蚤 温度的

情况下实现了分子玻色鄄爱因斯坦凝聚渊月耘悦冤 咱圆袁猿暂 曰
人们在实验中观察到相互作用的简并 云藻则皂蚤 气体在

一定条件下的坍塌咱源暂 曰实现了远蕴蚤 原子激光的输

出咱缘暂 援 另外袁原子量子态的制备袁原子或分子凝聚体

在相干光信息存储尧量子通信尧量子信息处理等领

域有着广阔的应用前景援 在理论研究方面袁人们对

共振超流咱远袁苑暂 尧云藻泽澡遭葬糟澡 共振磁场处简并 云藻则皂蚤 气体

的普适行为咱愿袁怨暂 尧 月悦杂鄄月耘悦 渡越过程中的基本性

质咱员园要员圆暂进行了大量研究援 另外袁关于超冷原子气体

的凝聚态特性咱员猿暂 尧超低温 云藻则皂蚤 气体在不同外界条

件下的量子效应咱员源袁员缘暂 尧不同外界条件下 云藻则皂蚤 气体

系统的稳定性咱员远要员怨暂 尧相对论 云藻则皂蚤 气体的热力学性

质咱圆园袁圆员暂 尧云藻则皂蚤 气体的有限尺度效应咱圆圆暂 及外势场的

非广延热力学性质咱圆猿暂等问题袁已经进行了广泛深入

的研究援
外势场中袁云藻则皂蚤 气体的空间有效囚禁范围是

一个既具理论意义袁又有应用价值的重要问题援 从
应用角度看袁空间囚禁范围是输出相干原子束的

原子激射器的重要性能袁弄清这一性能及其影响

因素对不同要求的原子激射器的设计与性能改进

具有重要意义援 从理论方面看袁物态方程是反映系

统热力学性质的 猿 个基本热力学函数袁而囚禁于

势场中的 云藻则皂蚤 气体一直未能建立其物态方程袁根
本原因是囚禁于势场中的 云藻则皂蚤 气体没有一个明

确的体积参量袁而空间有效囚禁范围的确定袁有助

于确定囚禁体积袁建立系统的状态方程援 然而关于

云藻则皂蚤 气体的空间囚禁范围袁文献咱圆源暂对 栽 越 园运
时简谐势阱的情况进行了初步研究袁对于一般势

阱袁栽屹园运 的情况及其他相关热力学性质等问题

并未涉及援
本文在满足 栽澡燥皂葬泽鄄云藻则皂蚤 近似的条件下袁研究

一般势阱之中 栽屹园运 时 云藻则皂蚤 气体的空间囚禁范

围援 在此基础上袁建立囚禁气体的体积参量袁给出一

般性的状态方程和势阱中的 云藻则皂蚤 气体压强援 作为

应用袁对于简谐势阱中的囚禁范围尧云藻则皂蚤 气体的状

态方程和压强进行较为深入的研究援
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圆郾 最大囚禁范围

摇 摇 考虑一个处于 灶 维广义幂律势阱中的 云藻则皂蚤 原
子气体袁粒子的势能可表示为

哉渊 则冤 越 鄱灶

蚤 越 员
着蚤

则蚤
蕴蚤

贼蚤袁 渊员冤
式中 则蚤 为 蚤 方向的坐标分量袁蕴蚤 为特征长度袁着蚤袁贼蚤 为
反映势阱性质的参量袁着蚤袁蕴蚤袁贼蚤 均为正的常数援 考虑

到在原子气体的囚禁实验中袁满足热运动能量远大

于能级间隔袁所以 栽澡燥皂葬泽鄄云藻则皂蚤 半经典近似是可用

的咱圆缘暂 援 此时袁单粒子能量简单地等于其哈密顿量袁
着 越 着园责泽 垣 鄱灶

蚤 越 员
着蚤

则蚤
蕴蚤

贼蚤袁 渊圆冤
式中第一项为粒子动能袁着园袁泽 是反映粒子运动特征

的参量袁均为正的常数援
定义势阱中的等效逸度 扎藻枣枣为

扎藻枣枣 越 藻茁渊滋原哉渊则冤冤 越 扎藻 原哉渊则冤
噪栽 袁 渊猿冤

式中 扎 为自由理想 云藻则皂蚤 气体的逸度袁噪 为玻尔兹曼

常数袁栽 为热力学温度援 利用渊猿冤式袁可将势阱中的粒

子数占有数表示为

掖灶业 越 员
扎 原员藻枣枣 藻茁着园责泽 垣 员 援 渊源冤

粒子数密度的空间分布为

灶渊栽袁扎藻枣枣冤 越 凿晕
凿灶则 越 早

澡灶乙掖灶业凿灶责

越 早灶悦灶

澡灶泽
噪栽
着园

( )
灶
泽 乙肄园 曾

灶
泽 原员

扎 原员藻枣枣 藻曾 垣 员凿曾袁 渊缘冤
式中 早 为简并度袁悦灶 越 仔灶 辕 圆 辕 祝 灶

圆 垣员⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ 援 分析渊猿冤式可

知袁给定势场中 栽屹园运 的情况下袁藻 原 哉渊则冤
噪栽 是一个有限

数袁所以 扎藻枣枣有与 扎 相同的取值范围袁即 园臆扎藻枣枣 约 肄 援
渊缘冤式中的积分与 云藻则皂蚤 积分具有相同的形式袁所
以袁可将此积分定义为等效 云藻则皂蚤 积分袁

枣灶渊 扎藻枣枣冤 越 员
祝渊灶冤乙肄园 曾灶原员

扎 原员藻枣枣 藻曾 垣 员凿曾 援 渊远冤
这里 祝渊灶冤为伽玛函数援 渊缘冤式可进一步表示为

灶渊栽袁扎藻枣枣冤 越 早灶悦灶

澡灶泽
噪栽
着园

( ) 灶 辕 泽祝 灶
泽( ) 枣灶 辕 泽 扎藻枣枣( ) 援 渊苑冤

由于 扎藻枣枣与 扎 有相同的取值范围袁枣灶渊 扎藻枣枣 冤与 云藻则皂蚤 积
分形式完全相同袁所以结果的形式也必然相同援 在
低温情况下袁利用 杂燥皂皂藻则枣藻造凿 引理

枣灶 辕 泽渊扎藻枣枣冤 抑 员
祝 灶

泽 垣 员( ) 造灶扎 原 哉渊则冤
噪栽( ) 灶 辕 泽 垣 灶

泽
灶
泽 原 员( )[

伊 仔圆
远 造灶扎 原 哉渊 则冤

噪栽( ) 灶 辕 泽原圆 ]袁 渊愿冤
结合渊员冤袁渊苑冤袁渊愿冤式可知袁随着 渣 则蚤 渣 增大袁哉渊 则冤增

大袁粒子数密度减小援 所以 灶渊栽袁扎藻枣枣 冤作为空间位置 则
的函数袁其有效囚禁范围应满足

灶渊栽袁扎藻枣枣冤 逸 园袁 渊怨冤
即满足

鄱灶

蚤 越 员
着蚤

则蚤
蕴蚤

贼蚤 臆 噪栽造灶扎 援 渊员园冤
所以袁沿 蚤 方向的最大囚禁范围渊半边长或半径冤为

渣 则蚤 渣 皂葬曾 越 蕴蚤
噪栽
着蚤

造灶扎( ) 员 辕 贼蚤 越 蕴蚤
滋
着蚤

( ) 员 辕 贼蚤袁 渊员员冤
其中 滋 为自由理想 云藻则皂蚤 系统的化学势援 渊员员冤式说

明袁蚤 方向的最大囚禁范围除了与势阱在 蚤 方向的参

数 蕴蚤袁着蚤袁贼蚤 密切相关袁同时与系统的化学势有关援

猿郾 状态方程

摇 摇 受外势约束的系统和自由系统的一个重要区

别袁就是前者由外势限制袁没有明确的体积参量袁后
者密闭在一定的容器中袁有明确的体积参量援 所以

后者容易建立状态方程袁前者较难建立状态方程援
为了解决这一问题袁文献咱圆远暂引入了赝体积和赝压

强的概念袁建立了玻色气体在势阱中的状态方程袁
这一方法同样被推广到势阱中的 云藻则皂蚤 气体咱圆苑暂 援 赝
体积的定义为咱圆远暂

灾鄢
灶 越 圆灶鄯灶

蚤 越 员
葬鄢
蚤

越 圆灶鄯灶

蚤 越 员
蕴蚤

噪栽
着蚤

( ) 员 辕 贼蚤祝 员
贼蚤

垣 员( )袁 渊员圆冤
式中 葬鄢

蚤 为赝体积中沿坐标 蚤 方向的半边长援 比较

渊员圆冤与渊员员冤式可知袁赝体积中沿坐标 蚤 方向的半边

长显然不是其囚禁范围援 由于低温情况下 造灶扎垌员袁因
此袁势阱中气体的实际活动范围应该大于赝体积

灾鄢
灶 援 所以袁借助赝压强 孕鄢

灶 与赝体积 灾鄢
灶 写出的状态

方程袁不能准确表征状态方程应该表征的热力学性

质袁有必要根据囚禁范围对状态方程进行必要的

修正援
知道了最大囚禁范围以后袁可以将 灶 维矩形囚

禁范围的体积表示为

灾灶 越 圆灶鄯灶

蚤 越 员
渣 则蚤 渣 皂葬曾 越 圆灶鄯灶

蚤 越 员
蕴蚤

滋
着蚤

( ) 员 辕 贼蚤袁
渊员猿冤

灶 维球对称势阱中的囚禁体积可表示为
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灾灶 越 悦灶则灶皂葬曾 越 仔灶 辕 圆

祝 灶
圆 垣 员( )

则灶皂葬曾

越 仔灶 辕 圆蕴灶

祝 灶
圆 垣 员( )

滋
着蚤

( ) 灶 辕 贼 援 渊员源冤

文献咱圆愿暂已经求得的 灶 维广义幂律势阱中 云藻则皂蚤 气
体的巨势和粒子数表达式为

择 越 琢祝 灶
泽 垣 员( )渊噪栽冤 籽 枣籽垣员渊 扎冤袁 渊员缘冤

晕 越 琢祝 灶
泽 垣 员( )渊噪栽冤 籽 枣籽渊 扎冤袁 渊员远冤

式中

琢 越 早圆灶悦灶

澡灶着灶 辕 泽
园
鄯灶

蚤 越 员

蕴蚤祝 员
贼蚤

垣 员( )
着蚤

员 辕 贼蚤 袁

籽 越 灶
泽 垣 鄱灶

蚤 越 员
员
贼蚤

援

根据巨势与压强尧体积尧温度之间的关系

择 越 责灾灶

噪栽 袁
利用渊员猿冤要渊员远冤 式可以求得 灶 维矩形囚禁范围

云藻则皂蚤 气体的状态方程为

责 越 晕噪栽
灾灶

枣籽垣员渊 扎冤
枣籽渊 扎冤 越 晕噪栽

圆灶鄯灶

蚤 越 员
蕴蚤

滋
着蚤

( ) 员 辕 贼蚤
枣籽垣员渊 扎冤
枣籽渊 扎冤 袁渊员苑冤

灶 维球对称势阱中囚禁 云藻则皂蚤 气体的状态方程为

责 越 晕噪栽
灾灶

枣籽垣员渊 扎冤
枣籽渊 扎冤 越

晕噪栽祝 灶
圆 垣 员( )

仔灶 辕 圆蕴灶 滋
着蚤

( ) 灶 辕 贼
枣籽垣员渊 扎冤
枣籽渊 扎冤 援 渊员愿冤

可见只要知道势场形式袁求得最大囚禁范围和囚禁

体积袁再求得渊员苑冤袁渊员愿冤式中的两个 云藻则皂蚤 积分袁就
可得到状态方程援

源郾 简谐势阱中的应用

摇 摇 考虑三维球对称简谐势阱时袁

哉渊 则冤 越 员
圆 皂棕圆渊曾圆 垣 赠圆 垣 扎圆冤 越 员

圆 皂棕圆 则圆袁
渊员怨冤

式中 皂 为粒子质量袁棕 为简谐势的圆频率援 由于自

由理想 云藻则皂蚤 气体在低温下的化学势和 云藻则皂蚤 能可

近似表示为咱圆怨暂

滋 越 着云 员 原 仔圆
员圆 噪栽

着云
( ) 圆[ ]袁 渊圆园冤

着云 越
澡圆
圆皂 猿晕

源仔早灾( ) 圆 辕 猿袁 渊圆员冤
联解渊员员冤袁渊圆园冤袁渊圆员冤式袁可以求得其最大囚禁半

径的一级近似为

则皂葬曾 越 怨晕
员远仔圆早( ) 员 辕 远 圆仔攸

皂棕( ) 员 辕 圆

伊 员 原 员
员圆 噪栽

攸棕( ) 圆 员远仔圆早
怨晕( ) 圆 辕 猿[ ] 员 辕 源 援 渊圆圆冤
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