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摇 摇 研究了由色关联乘性和加性色噪声作用下的双稳系统的随机共振问题袁在绝热近似条件下得到了信噪比的表

达式援 通过分析所得的初始条件为 曾渊园冤 越 曾垣 时的信噪比袁发现了单随机共振和多重随机共振现象曰分析了噪声强

度尧噪声关联时间和关联强度对系统信噪比的影响援

关键词院 多重随机共振袁 信噪比袁 双稳模型袁 色关联色噪声

孕粤悦杂院 园缘郾 源园郾 原 葬袁园圆郾 缘园郾 原 则
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员郾 引 言

随机共振的概念是由 月藻遭扎蚤 等咱员暂 于 员怨愿员 年提

出袁用于解释地球冷暖气候的周期性变化现象援 随
机共振是指在系统弱噪声和小周期信号的共同协

作下袁增加输入噪声的强度能够使得系统的信号输

出达到一个最大值援 鉴于噪声在系统随机共振研究

中所起的重要作用袁研究者做了大量这方面的研

究咱员要员猿暂 援 允蚤葬 等咱猿暂 研究了乘性与加性白噪声之间没

有关联和存在白关联两种情况下双稳系统的随机

共振现象援 当两噪声之间没有关联时袁发现乘性与

加性噪声强度对信噪比的影响有很大不同援 当两噪

声之间有关联时袁发现噪声关联强度取不同值时袁
信噪比曲线会呈现不同的变化趋势援 罗晓琴等咱源暂 考
虑了色关联乘性色噪声和加性白噪声驱动双稳系

统的随机共振现象袁发现噪声之间的关联性使得系

统的随机共振现象依赖于其初始条件援
在研究中袁通常情况下所考虑的白噪声是人们

假设的一种理想情况袁而在实际中遇到的噪声一般

是色噪声援 但是由于色噪声性质比较复杂袁它所驱

动的非线性系统没有精确的 云燥噪噪藻则鄄孕造葬灶糟噪 方程袁只
能对它进行近似处理援 蕴蚤葬灶早 等咱缘袁远暂 考虑了由色关联

色噪声驱动非线性系统的稳态性质袁他们得到了近

似的 云燥噪噪藻则鄄孕造葬灶糟噪 方程袁并验证了其结果的有效

性援 张良英等咱苑暂研究了色关联色噪声驱动下的单模

激光线性模型袁从中发现了随机共振的单峰响应

曲线援
本文主要是考虑色关联乘性与加性色噪声驱

动的双稳系统中的随机共振现象援 利用绝热近似理

论咱员源暂 袁根据双稳系统的两态模型理论得到系统信噪

比的表达式袁并考虑了噪声强度尧噪声关联时间和

关联强度等对随机共振的影响袁从中发现了一些新

的结论援

圆援 双稳系统的信噪比

摇 摇 考虑一个由色关联加性和乘性色噪声驱动的

一维对称双稳系统袁其模型可由下列郎之万方程来

表示院
觶曾 越 原 哉忆渊曾冤 垣 曾孜渊 贼冤

垣 浊渊 贼冤 垣 粤糟燥泽赘贼袁 渊员冤
哉渊曾冤 越 原 员

圆 曾圆 垣 员
源 曾源袁 渊圆冤

其中 哉渊曾冤 是对称的双稳势阱袁 粤糟燥泽赘贼 为一弱周期

信号袁 孜渊 贼冤 和 浊渊 贼冤 分别表示乘性和加性色噪声袁并
且具有如下的统计性质院

掖孜渊 贼冤业 越 掖浊渊 贼冤业 越 园袁
掖孜渊 贼冤孜渊 贼忆冤业 越 责

子员
藻曾责咱 原 贼 原 贼忆 辕 子员暂袁

掖浊渊 贼冤浊渊 贼忆冤业 越 择
子圆

藻曾责咱 原 贼 原 贼忆 辕 子圆暂袁
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掖孜渊贼冤浊渊贼忆冤业 越掖浊渊贼冤孜渊贼忆冤业
越渊姿 责择 辕 子猿冤藻曾责咱原 贼 原 贼忆 辕 子猿暂袁摇渊猿冤

其中 责 和 择 分别表示乘性与加性色噪声强度袁参数

姿 表示乘性与加性色噪声之间的互关联强度袁 子员 和

子圆 分别表示乘性与加性色噪声的自关联时间袁 子猿 表

示两个色噪声之间的互关联时间援
根据方程渊员冤对应的随机刘维方程袁晕燥增蚤噪燥增 定

理咱员圆暂 袁增葬灶 运葬皂责藻则 引理袁可以从方程渊员冤要渊猿冤得到

如下近似的 云燥噪噪藻则鄄孕造葬灶糟噪 方程 云孕耘院
鄣孕渊曾袁贼冤

鄣贼 越 原 鄣
鄣曾粤渊曾冤孕渊曾袁贼冤 垣 鄣圆

鄣曾圆月渊曾冤孕渊曾袁贼冤袁
其中

粤渊曾冤 越 曾 原 曾猿 垣 粤糟燥泽赘贼 垣 员
圆 月忆渊曾冤袁

月渊曾冤 越 责曾圆
员 垣 圆子员

垣 圆姿 责择
员 垣 圆子猿

曾 垣 择
员 垣 圆子圆

袁 渊源冤
根据方程渊源冤可以得到如下准稳态概率密度函数院
孕渊曾袁贼冤 越 晕窑 责曾圆

员 垣 圆子员
垣 圆姿 责择

员 垣 圆子猿
曾 垣 择

员 垣 圆子圆
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
原员

伊 藻曾责 原
軒哉渊曾冤
责[ ]袁 渊缘冤

其中袁 晕 是方程 渊缘冤 的归一化常数袁广义势函数

哉耀 渊曾冤 的表达式如下院
当

姿圆渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤
渊员 垣 圆子猿冤圆 约 员 时袁

哉耀 渊曾冤 越 员 垣 圆子员圆 曾圆 原 圆姿 责择渊员 垣 圆子员冤圆

责渊员 垣 圆子猿冤 曾

垣 员 垣 圆子员( )

圆 渍员 造灶 ( 责
员 垣 圆子员

曾圆

垣 圆姿 责择
员 垣 圆子猿

曾 垣 择
员 垣 圆子圆

)
垣 渍圆 葬贼葬灶 曾 垣 渍猿

渍源
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
袁 渊远冤

当
姿圆渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤

渊员 垣 圆子猿冤圆 跃 员 时袁

哉耀 渊曾冤 越 员 垣 圆子员圆 曾圆 原 圆姿 责择渊员 垣 圆子员冤圆

责渊员 垣 圆子猿冤 曾

垣 员 垣 圆子员( )

圆 渍员 造灶 ( 责
员 垣 圆子员

曾圆

垣 圆姿 责择
员 垣 圆子猿

曾 垣 择
员 垣 圆子圆

)

垣 渍缘 造灶
责

员 垣 圆子员
曾 垣 渍远

责
员 垣 圆子员

曾 垣 渍苑

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
袁 渊苑冤

其中

渍员 越 源姿圆择渊员 垣 圆子员冤圆

责渊员 垣 圆子猿冤圆 原 择渊员 垣 圆子员冤
责渊员 垣 圆子圆冤 原 员袁

渍圆 越 [ 猿姿择渊员 垣 圆子员冤圆

责渊员 垣 圆子猿冤渊员 垣 圆子圆冤 原 源姿猿择渊员 垣 圆子员冤猿

责渊员 垣 圆子猿冤猿

垣 姿渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子猿冤 原 粤 责
择 糟燥泽赘贼 ]

伊 员
渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤 原 姿圆

渊员 垣 圆子猿冤圆( ) 原 员圆 袁

渍猿 越 姿 责择渊员 垣 圆子员冤
责渊员 垣 圆子猿冤 袁

渍源 越 择渊员 垣 圆子员冤
责渊员 垣 圆子圆冤 原 姿圆择渊员 垣 圆子员冤圆

责渊员 垣 圆子猿冤圆 袁

渍缘 越 员
圆 [ 猿姿择渊员 垣 圆子员冤圆

责渊员 垣 圆子猿冤渊员 垣 圆子圆冤 原 源姿猿择渊员 垣 圆子员冤猿

责渊员 垣 圆子猿冤猿

垣 姿渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子猿冤 原 粤 责
择 糟燥泽赘贼 ]

伊 姿圆

渊员 垣 圆子猿冤圆 原 员
渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤( ) 原 员圆 袁

渍远 越 姿 责择
员 垣 圆子猿

原 姿圆责择
渊员 垣 圆子猿冤圆 原 责择

渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤袁

渍苑 越 姿 责择
员 垣 圆子猿

垣 姿圆责择
渊员 垣 圆子猿冤圆 原 责择

渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤 援 渊愿冤
摇 摇 令势函数 哉渊曾冤 越 园 袁求解该方程可以得到两

个稳态解 曾 原 越 原 员袁曾垣 越 员 和一个非稳态解 曾园 越 园 援
根据逃逸率和平均首次穿越时间的关系袁由平均首

次穿越时间的定义和最速下降法咱员猿暂 袁可得到粒子由

曾垣 所在的势阱跃迁到 曾原 所在的势阱的跃迁率及相

应的逆跃迁率为

宰依 越 哉义渊曾园冤哉义渊曾 依冤 员 辕 圆

圆仔
伊 藻曾责 軒哉渊曾依冤 原 軒哉渊曾园冤

责[ ]袁 渊怨冤
摇 摇 将逃逸率 宰依 看做弱周期信号 粤糟燥泽赘贼 的函数袁
当 粤 垲员 时袁在绝热近似条件下袁对逃逸率 宰依 进行

级数展开袁忽略高阶项袁即可得到如下表达式院
宰依 越 员

圆 宰园 依 宰员粤糟燥泽赘贼 垣 燥渊粤圆糟燥泽赘贼冤[ ]袁
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其中袁
员
圆 宰园 越 宰依 粤糟燥泽赘贼 越 园袁
员
圆 宰员 越 原 凿宰依凿渊粤糟燥泽赘贼冤 粤糟燥泽赘贼 越 园

援 渊员园冤
摇 摇 根据双稳态 曾 依 的两态模型理论袁可以推导出双

稳系统的信噪比渊砸杂晕冤表达式如下院
砸杂晕 越 仔宰员粤圆

源宰园
员 原 宰员粤圆

圆渊宰圆
园 垣 赘圆冤[ ]

原员袁 渊员员冤

当
姿圆渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤

渊员 垣 圆子猿冤圆 约 员 时袁

宰园 越 圆
仔 藻曾责 [ 员

责 {员 垣 圆子员圆 芎 圆姿 责择渊员 垣 圆子员冤圆

责渊员 垣 圆子猿冤
垣 渊员 垣 圆子员冤圆 渍员 造灶渊渍愿冤 垣 渍怨月员 } ] 袁

宰员 越 责 辕 择月员宰园窑 ( 员
渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤

原 姿圆

渊员 垣 圆子猿冤圆 )
员圆 袁 渊员圆冤

当
姿圆渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤

渊员 垣 圆子猿冤圆 跃 员 时袁

宰园 越 圆
仔 藻曾责 [ 员

责 {员 垣 圆子员圆 芎 圆姿 责择渊员 垣 圆子员冤圆

责渊员 垣 圆子猿冤
垣 渊员 垣 圆子员冤圆 渍员 造灶渊渍愿冤 垣 渍员园月圆 } ] 袁

宰员 越 员
圆 窑 责 辕 择月圆宰园 ( 姿圆

渊员 垣 圆子猿冤圆

原 员
渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤 ) 原 员圆 袁 渊员猿冤

其中

月员 越 葬贼葬灶 渍猿 依 员
渍源

原 葬贼葬灶 渍猿
渍源

袁
月圆 越 造灶 [ 渍远 依 责

员 垣 圆子员
( )

辕 渍苑 依 责
员 垣 圆子员

( ) ] 原 造灶 渍远
渍苑

袁

渍愿 越 责渊员 垣 圆子圆冤
择渊员 垣 圆子员冤 依 圆姿 责择渊员 垣 圆子圆冤

择渊员 垣 圆子猿冤 垣 员袁

渍怨 越 [ 猿姿择渊员 垣 圆子员冤圆

责渊员 垣 圆子猿冤渊员 垣 圆子圆冤
原 源姿猿择渊员 垣 圆子员冤猿

责渊员 垣 圆子猿冤猿 垣 姿渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子猿冤 ]

伊 员
渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤 原 姿圆

渊员 垣 圆子猿冤圆( ) 原 员圆

渍员园 越 员
圆 [ 猿姿择渊员 垣 圆子员冤圆

责渊员 垣 圆子猿冤渊员 垣 圆子圆冤
原 源姿猿择渊员 垣 圆子员冤猿

责渊员 垣 圆子猿冤猿 垣 姿渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子猿冤 ]

伊 姿圆

渊员 垣 圆子猿冤圆 原 员
渊员 垣 圆子员冤渊员 垣 圆子圆冤( ) 原 员圆 袁摇渊员源冤

另外袁 渍员袁渍猿袁渍源袁渍远 和 渍苑 的表达式如渊愿冤式所示援

猿郾 噪声和信号对系统信噪比的影响

摇 摇 通过渊员员冤式所给出的信噪比的表达式袁我们可

以讨论各个参数对初始条件为 曾渊园冤 越 曾垣 时系统信

噪比的影响援
图 员 描述了信噪比 砸杂晕为乘性噪声强度 责 的函

数随着不同的噪声关联强度 姿 变化的曲线援 从图上

可以看出随着乘性噪声强度的增加袁信噪比曲线是

双峰结构袁此时系统出现了多重随机共振现象援 当
乘性噪声强度较小时袁信噪比曲线得到的第一个峰

值位置随着 姿 的增加高度升高并向右移动曰在乘性

噪声强度较大的区域内出现的第二个峰值位置则

随着 姿 的增加高度降低并向左移动袁并且三条曲线

上的第二个共振峰总高于第一个援

图 员摇 信噪比 砸杂晕作为乘性噪声强度 责 的函数随着噪声关联强

度 姿 变化的曲线摇 择 越 园郾 园员袁 子员 越 园郾 远袁 子圆 越 园郾 猿袁 子猿 越 园郾 苑袁 粤 越
园郾 园缘袁 赘 越 园郾 园园猿

图 圆 画出了信噪比 砸杂晕为乘性噪声强度 责 的函

数随着不同的乘性噪声自关联时间 子员 变化的曲线援
从图 圆 中可以看到单峰曲线袁说明此时出现了随机

共振现象曰峰值的位置随着 子员 的增加而降低左移袁
说明增加乘性噪声自关联时间能够抑制系统信噪
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图 圆摇 信噪比 砸杂晕作为乘性噪声强度 责 的函数随着乘性噪声自

关联时间 子员 变化的曲线摇 择 越 园郾 园员袁 姿 越 园郾 缘袁 子圆 越 园郾 猿袁 子猿 越
园郾 缘袁 粤 越 园郾 园缘袁 赘 越 园郾 园园猿

比的输出援
图 猿 给出了信噪比 砸杂晕为乘性噪声强度 责 的函

数随着不同的加性噪声自关联时间 子圆 变化的曲线援
图中得到的是非单调曲线袁这是典型的随机共振现

象援 当乘性噪声强度值较小时袁信噪比曲线随着加

性噪声自关联时间 子圆 的增加而增加曰当乘性噪声强

度值较大时袁信噪比曲线随着 子圆 的增加而减小援

图 猿摇 信噪比 砸杂晕作为乘性噪声强度 责 的函数随着加性噪声自

关联时间 子圆 变化的曲线摇 择 越 园郾 园员袁 姿 越 园郾 苑袁 子员 越 园郾 远袁 子猿 越
园郾 猿袁 粤 越 园郾 园缘袁 赘 越 园郾 园园员

在图 源 中我们得到的信噪比 砸杂晕为乘性噪声强

度 责 的函数随着不同的乘性与加性色噪声之间的互

关联时间 子猿 变化的曲线援 从图 源 可以看出袁此时的

信噪比曲线上出现了两个极大值袁即此时在系统中

可以观察到多重随机共振现象援 曲线上的第一个峰

值随着 子猿 的增加而减小袁并且向乘性噪声强度较小

的地方移动曰第二个峰值的位置则随着 子猿 的增加而

升高援 由图 源 知袁当 子猿 的值较小时袁第二个峰的位置

图 源摇 信噪比 砸杂晕作为乘性噪声强度 责 的函数随着噪声互关联

时间 子猿 变化的曲线摇 择 越 园郾 园员袁 姿 越 园郾 缘袁 子员 越 园郾 远袁 子圆 越 园郾 猿袁 粤
越 园郾 园猿袁 赘 越 园郾 园园圆

低于第一个峰曰而当 子猿 的值比较大时袁第二个峰的

位置则高于第一个峰援 从图 源 中可以得知袁如果在乘

性噪声强度取较大值的范围内增加 子猿 袁总能加强信

噪比的输出援

图 缘摇 信噪比 砸杂晕作为乘性噪声强度 责的函数随着信号振幅 粤变

化的曲线摇 择 越 园郾 园员袁 姿 越 园郾 远袁 子员 越 园郾 远袁 子圆 越 园郾 猿袁 子猿 越 园郾 缘袁 赘
越 园郾 园园猿

图 缘 中描述了信噪比 砸杂晕为乘性噪声强度 责 的

函数随着不同的信号振幅 粤 变化的曲线援 当信号振

幅 粤 的值较小时袁信噪比随着乘性噪声的增加而单

调增加援 当信号振幅 粤 增加时袁信噪比曲线发生了很

大变化袁此时曲线出现了一个峰值袁即是一个共振

现象援 峰值的位置随着信号幅值的增加而升高援
图 远 中描述了信噪比 砸杂晕为乘性噪声强度 责 的

函数随着不同的信号频率 赘 变化的曲线援 从图 远 中

可以看出袁当乘性噪声较小时图中的三条曲线基本

上重合袁并且出现了一个极大值袁峰值的位置没有

随着信号频率的变化而改变曰当乘性噪声的值较大
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图 远摇 信噪比 砸杂晕作为乘性噪声强度 责 的函数随着信号频率 赘
变化的曲线摇 择 越 园郾 园员袁 姿 越 园郾 缘袁 子员 越 园郾 远袁 子圆 越 园郾 猿袁 子猿 越 园郾 缘袁
粤 越 园郾 园缘

时袁三条曲线有明显的区别袁并且随着 赘 的增加而

增加援

图 苑摇 信噪比 砸杂晕作为乘性噪声强度 责 的函数随着加性噪声强

度 择 变化的曲线摇 姿 越 园郾 缘袁 子员 越 园郾 远袁 子圆 越 园郾 猿袁 子猿 越 园郾 缘袁 粤 越
园郾 园缘袁 赘 越 园郾 园园猿

图 苑 中描述了信噪比 砸杂晕为乘性噪声强度 责 的

函数随着不同的加性噪声强度 择 变化的曲线援 当加

性噪声为 择 越 园郾 园员 与 择 越 园郾 园员圆 时袁信噪比曲线随

着乘性噪声强度的增加先增加再减小而后又单调

增加袁也就是说此时的信噪比曲线随机共振与抑制

现象是共存的援 随着加性噪声强度的增加极小值位

置提升并且曲线变化趋于平缓援 当 择 越 园郾 园员缘 时袁信
噪比曲线随着乘性噪声强度的增加而单调增加袁此

时随机共振现象消失了援
图 愿 为改变加性噪声强度 择 时的信噪比 砸杂晕随

着噪声关联强度 姿 的曲线援 可以明显看出袁当加性

噪声强度较小时袁随着噪声关联强度的增加信噪比

曲线出现了极小值袁而随着 择 的增加极小值消失援 同
时袁信噪比曲线上出现了单个极值峰袁峰的位置随

着 择 增加而降低且左移援 说明当加性噪声强度较小

时袁随着 姿 的增加信噪比曲线共振和抑制同时

存在援

图 愿摇 信噪比 砸杂晕作为噪声关联强度 姿 的函数随着加性噪声强

度 择 变化的曲线摇 责 越 园郾 员袁 子员 越 园郾 远袁 子圆 越 园郾 猿袁 子猿 越 园郾 苑袁 粤 越
园郾 园猿袁 赘 越 园郾 园园愿

源援 结 摇 论

摇 摇 通过研究色高斯噪声对双稳系统信噪比的影

响袁可以得到如下结论院当信噪比作为乘性噪声强

度的函数分别随着噪声关联强度和噪声互关联时

间变化时袁我们观察到了多重随机共振现象援 随着

其他参数变化时袁信噪比曲线是非单调变化的袁这
是典型的随机共振现象援 并且随着信号强度的增

加袁随机共振现象被加强曰而当信号频率变化时袁共
振峰的位置没有明显的变化援 当加性噪声强度较大

时袁系统的随机共振现象消失援 而信噪比作为加性

噪声强度尧两噪声的自关联与互关联时间的函数随

着其他参数变化的情况本文不再一一呈现援
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