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研究了一类具有一般广义阻尼力和强迫周期力项的相对转动非线性动力学模型的周期解问题.讨论了对应自

治系统的周期解问题.运用 Mawhin重合度理论,得到了该模型的周期解存在惟一性结果,推广了已有的结果,并且

列举了具体的例子来说明结果的新颖性.
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1 引 言

在研究转动运动和转动力学过程中, 1985

和 1986 年, Carmeli[1,2] 建立了转动相对论力学理

论. 1996, 1998年 Luo[3,4]建立转动相对论分析力学

理论.此后,许多学者致力于研究转动相对论理论,

在 Birkhoff 系统动力学基本理论、几何理论及稳

定性等研究领域取得了成果 [5−14]. 文献 [15—21]

基于相对性原理,建立了圆柱体任意两个横截面间

的相对转动动力学模型,并对系统进行了定性与定

量分析.文献 [22]在阻尼力项为齐次多项式的条件

下,研究了如下一类具有强迫周期力项的相对转动

非线性动力学系统

ẍ+
n∑

k=0

a2k+1ẋ
2k+1 + bx = F (t) (1)

的周期解问题, 其中 x = θ2 − θ1 为相对转

角, 这里 θ1, θ2 分别为弹性转轴两端面的转角,

F (t) =
6

J
(T2 − T1), 这里 J 为弹性转轴的转动

惯量, T1, T2 分别为弹性转轴两端面的外加力矩,

且设 F (t) 是圆频率为 ω 的连续周期函数, 而系

数 b > 0, a1 > 0, a2k+1 > 0 (k = 1, 2, · · · , n). 研

究者应用 Yoshizawa 关于非线性系统周期解的理

论, 证明了系统周期解的存在性、惟一性和有界

性. 文献 [23]通过同伦映射方法得到了模型 (1)的

近似解.

相对转动非线性动力学系统具有复杂的动力

行为, 故本文在上述工作的基础上, 首先建立了如

下一类具有一般广义阻尼力的相对转动系统非线

性动力学系统:

x′′ +K1f(x
′) +K2x = F (t), (2)

其中 f(x′) 为相对转速 x′ 的任意函数, F (t) 为外

干扰力或称为外激励, 然后针对具有周期性载荷

的二端面相对转动系统的非线性动力学方程, 运

用 Mawhin重合度理论,得到了该方程周期解的存

在性、有界性和惟一性结果. 显然方程 (1) 是方

程 (2)的特殊情形,故本文推广了文献 [22]的结论.

笔者曾用这种方法成功地解决了一些非线性问题

的周期解问题 [24−28].

2 动力学模型

我们设 J 为圆柱体任意两个横截面间的转动
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惯量, K 为扭转刚度, θ1 和 θ2 分别为两个横截面的

转角, T1和 T2分别为两个横截面的外加力矩.如果

在文献 [15]中,取阻尼力 (阻尼力矩)为

T c
1 = −f(θ̇1 − θ̇2), (3)

T c
2 = f(θ̇1 − θ̇2), (4)

其中 f(θ̇1 − θ̇2) 为相对转速差的任意函数. 将 (3)

和 (4)式代入动力学普遍方程
n∑

i=1

(T
(a)
i − Iiθ̈i)δθi = 0, (5)

其中 T
(a)
i = Ti + T c

i ,则 (5)式的第一项为
n∑

i=1

T
(a)
i δθi =

s∑
a=1

(
n∑

i=1

T
(a)
i

∂θi
∂qr

)
δqr, (6)

其中 qr(r = 1, 2) 为广义坐标, n 为自由度数目, s

为作用下数目. 广义力 (广义力矩)为

Qr =

n∑
i=1

T
(a)
i

∂θi
∂qr

δqr (r = 1, 2). (7)

将 (3)和 (4)式代入 (7)式后得本系统的广义力 (广

义力矩)为

Q1 =(T1 + T c
1 )

∂θ1
∂θ1

+ (T2 + T c
2 )

∂θ1
∂θ2

=T1 + T c
1 = T1 − f(θ̇1 − θ̇2), (8)

Q1 =(T1 + T c
1 )

∂θ2
∂θ1

+ (T2 + T c
2 )

∂θ2
∂θ2

=T2 + T c
2 = T2 + f(θ̇1 − θ̇2). (9)

将 (8)和 (9)式代入拉格朗日方程
d

dt

∂E

∂q̇r
− ∂E

∂qr
+

∂U

∂qr
= Qr (r = 1, 2)

得

1

3
Jθ̈1 +

1

6
Jθ̈2 + f(θ̇1 − θ̇2) +K(θ1 − θ2)

=T1, (10)
1

6
Jθ̈1 +

1

3
Jθ̈2 − f(θ̇1 − θ̇2)−K(θ1 − θ2)

=T2. (11)

在工程中最关心相对转角的变化,故将 (10)式

减去 (11)式得
1

6
J(θ̈1 − θ̈2) + 2f(θ̇1 − θ̇2) + 2K(θ1 − θ2)

=T1 − T2,

即

θ̈1 − θ̈2 +
12

J
f(θ̇1 − θ̇2) +

12K

J
(θ1 − θ2)

=
6

J
(T1 − T2),

在上式中, 令 x = θ1 − θ2, K1 =
12

J
, K2 =

12K

J
,

F (t) =
6

J
(T1 − T2),我们就得到了方程 (2),即

x′′ +K1f(x
′) +K2x = F (t).

在工程中,设备的启动、制动、停机以及运转

中的不稳定都可能造成设备的损坏和性能的降低,

而 (2)式是描述二端面转轴相对转动的非线性动力

学方程, 正是解决运转过渡过程的理论基础. 本文

针对具有周期性载荷的二端面相对转动系统的非

线性动力学方程,即我们假定 (2)式中的 F (t)为连

续且以 ω为周期的函数,运用Mawhin重合度理论,

得到了该方程周期解的惟一性结果.

为了行文方便,我们假定
∫ ω

0

F (t)dt = 0,并取

如下记号: X = {x|x ∈ C(R,R), x(t + ω) ≡ x(t)},

其模为 |φ|0 = max
t∈[0,ω]

|φ(t)|,∀φ ∈ X 和 Y =

{x|x ∈ C1(R,R), x(t + ω) ≡ x(t)},其模为 ∥φ∥ =

max{|φ|0, |φ′|0},∀φ ∈ Y . 显然 X 和 Y 是两个

Banach空间. 同时定义算子

L : D(L) ⊂ X −→ Y, Lx = x′′ (12)

和 N : X −→ Y ,

[Nx](t) = −K1f(x
′)−K2x+ F (t),∀t ∈ R, (13)

其中 D(L) = {x|x ∈ C2(R,R), x(t + ω) ≡ x(t)}.

易见 Ker(L) = R, Im(L) = {x|x ∈ Y,

∫ ω

0

x(s)ds},

因此 L是指标为零的 Fredholm算子 [29]. 再定义投

影算子:

P : X → KerL, Px = x(0),

Q : Y → ImQ, Qy =
1

ω

∫ ω

0

y(s)ds,

那么 ImP = KerL, KerQ = ImL. 令 LP =

L|KerP ∩D(L) : KerP ∩D(L) −→ ImL,定义 L−1
p :

ImL −→ KerP ∩D(L)为算子 LP 的逆算子. 由数

学分析的知识和周期函数的性质可知

[L−1
p y](t) =− t

ω

∫ ω

0

(ω − s)y(s)ds

+

∫ t

0

(t− s)y(s)ds. (14)

从 (13)和 (14)式可知, N 在 Ω̄ 是 L-紧的, 这里 Ω

是 X 中的任意有界开集.
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3 对应自治系统的周期解问题

取系统 (2)的对应自治系统

x′′ +K1f(x
′) +K2x = 0, (15)

当 f 为严格单调增或严格单调减函数时,系统 (15)

无闭轨 [30],即方程 (15)不存在周期解.

4 系统周期解的存在性结果

定理 1 在系统 (2)中,如果 f(0) = 0, |K2|ω2

< 4,则系统 (2)至少存在一个 ω-周期解.

证明 考虑方程 Lx = λNx, λ ∈ (0, 1),其中 L

和 N 分别由 (12)和 (13)式所定义.如果 x(t)是算

子方程 Lx = λNx, λ ∈ (0, 1)的任一解,则

x′′ + λK1f(x
′) + λK2x = λF (t). (16)

将方程 (16)两边同乘以 x′′(t),然后从 0到 ω 积分

可得∫ ω

0

|x′′(t)|2dt =λK2

∫ ω

0

|x′(t)|2dt

+ λ

∫ ω

0

F (t)x′′(t)dt. (17)

由文献 [31]的引理 2.1,我们知道

|x′|0 6 1

2

∫ ω

0

|x′′(t)|dt. (18)

结合 (17)式 Hölder不等式可知∫ ω

0

|x′′(t)|2dt 6 |K2|ω2

4

∫ ω

0

|x′′(t)|2dt

+ |F |0
√
ω

(∫ ω

0

|x′′(t)|2dt
)1/2

,

结合条件 |K2|ω2 < 4可知存在M1 > 0,使得∫ ω

0

|x′′(t)|2dt 6 M1.

由 (18)式,我们有 |x′|0 6
√
ω

2

(∫ ω

0

|x′′(t)|2dt
)1/2

,

从而存在M2 > 0,使得

|x′|0 6 M2. (19)

对 方 程 (16) 两 边 从 0 到 ω 积 分 可

得

∫ ω

0

K1f(x
′(t)) + K2x(t) = 0, 由积分中值定理

得,存在 ξ ∈ [0, ω],使得 K1f(x
′(ξ)) +K2x(ξ) = 0,

即 x(ξ) = −K1

K2
f(x′(ξ)), 令 ξ = mω + ξ̄, 其

中 ξ̄ ∈ [0, ω], m 是一个整数, 则对 t ∈ [ξ̄, ξ̄ + ω]

有

|x(t)| =
∣∣∣∣x(ξ̄) + ∫ t

ξ̄

x′(s)ds

∣∣∣∣ 6 |x(ξ̄)|+
∫ ω

0

|x′(t)|dt

6
∣∣∣∣− K1

K2
f(x′(ξ))

∣∣∣∣+ ∫ ω

0

|x′(t)|dt,

结合 (19)式有

|x|0 6
∣∣∣∣K1

K2

∣∣∣∣fM2
+ ωM2 := M3,

其中 fM2 = max
x′(t)∈[−M2,M2]

|f(x′(t))|.

令 M = max{M2,M3}, Ω = {x ∈ X :

|x(i)|0 < M, i = 0, 1} 和 Ω1 = {x ∈ ∂Ω : x ∈
KerL},则 ∀x ∈ ∂Ω1,

QNx = −K2

ω

∫ ω

0

x(t)dt ̸= 0.

另一方面, 考虑到 K2 ̸= 0, 不妨假设 K2 > 0, 故

令 J : ImQ −→ KerL为恒同映射,且取变换

H(x, µ) = −µx+ (1− µ)JQNx, (x, µ) ∈ Ω × [0, 1],

那么 ∀(x, µ) ∈ (∂Ω ∩KerL)× [0, 1],则有

H(x, µ) = −K2(1− µ)ω

∫ ω

0

xdt− µx ̸= 0.

因此

deg{JQN,Ω ∩KerL, 0}

=deg{H(x, 0), Ω ∩KerL, 0}

=deg{H(x, 1), Ω ∩KerL, 0}

=deg{−I,Ω ∩KerL, 0} ̸= 0.

根据 Mawhin 重合度拓展定理 [29], 可知, 方程 (2)

至少存在一个 ω-周期解.

5 系统周期解的惟一性结果

定理 2 在系统 (2)中, 如果 f(0) = 0, |K2|ω2

< 4,且对 ∀x, y,满足 (f(x) − f(y))(x − y) > 0,则

系统 (2)存在惟一一个 ω-周期解.

证明 定理 1已经证明了方程 (2)至少存在一

个 ω-周期解.假设 u(t)和 v(t)是方程 (2)的两个不

同 ω-周期解,则

(u(t)− v(t))′′ +K1(f(u
′(t))− f(v′(t)))

+K2(u(t)− v(t)) = 0,
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在上式两边同乘以 (u(t) − v(t))′ 并从 0到 ω 上积

分,有 ∫ ω

0

(f(u′(t))− f(v′(t)))(u′(t)− v′(t))dt

=0. (20)

由条件可知∫ ω

0

(f(u′(t))− f(v′(t)))(u′(t)− v′(t))dt > 0,

这与 (20)式矛盾. 此矛盾意味着相对转动非线性动

力系统 (2)有惟一 ω-周期解.

6 具体例子

考虑系统

x′′ +K1f(x
′) +

1

14
x = sin t, (21)

其中

f(y) =


ll −

(
1

2

)y

, y < −1,

2y, y ∈ [−1, 1],

2y, y > 1,

显然, 系统 (21) 满足定理 2 的所有条件, 故由

定理 2 可得系统 (21) 存在惟一的一个 2π- 周

期解.

7 结 论

1)本文针对一类具有一般广义阻尼力和强迫

周期力项的相对转动非线性动力学模型. 讨论了对

应自治系统的周期解问题.运用 Mawhin重合度理

论, 得到了该模型的周期解存在惟一性结果, 推广

了已有的结果.

2) 当阻尼力项为齐次多项式
n∑

k=0

a2k+1ẋ
2k+1

时, 其中系数 a1 > 0, a2k+1 > 0 (k = 1, 2, · · · , n),
显然满足本文定理 2的所有条件,即本文的结论同

样可以研究文献 [22]讨论的方程 (1).

3)从我们举的例子可以发现阻尼力项 f(y)并

不是齐次多项式,所以不能用文献 [22]的结论研究

系统 (21),故本文的结果推广和改进了文献 [22]的

相应工作.
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Abstract

The periodic problem of the corresponding autonomous system is discussed. Some results on the existence and uniqueness of

periodic solutions of the system are obtained by using the continuation theorem of coincidence degree theory. The results available

from the literature are generalized. Furthermore, an example is given to illustrate our results are new.
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