
物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 21 (2012) 210305

光光光格格格中中中旋旋旋量量量玻玻玻色色色-爱爱爱因因因斯斯斯坦坦坦凝凝凝聚聚聚的的的高高高阶阶阶
非非非线线线性性性孤孤孤子子子激激激发发发*

谢元栋†

(华南师范大学物理与电信工程学院,广州 510006 )

( 2012年 3月 29日收到; 2012年 5月 21日收到修改稿 )

研究了一维光格中旋量玻色-爱因斯坦凝聚体的高阶非线性作用下的孤子激发,得出了用椭圆积分表示的明孤

子解和特定参数条件下的暗孤子解析解,并求得了能量表达式.
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1 引 言

自从爱因斯坦预言玻色-爱因斯坦凝聚 (BECs)

现象以来, 特别是在实验上实现以后, 许多研究者

对 BECs进行了多角度的大量理论和实验研究.因

其应用前景不可限量,研究高潮迭起.

当玻色-爱因斯坦凝聚体陷在磁阱中时, 自旋

矢量的内在自由度被冻结. 但若陷在光阱中, 这些

自由度就会被解放出来并显现出很多独特性质,比

如自旋磁畴 [1] 和织构 [2]. 在紧约束近似下, 光格

中旋量玻色-爱因斯坦凝聚体会经历铁磁相变 [3,4],

产生宏观磁矩, 这些磁矩会相互作用, 反过来产生

自旋波、椭圆函数波和孤子 [5,6]. 因其孤子的参

数高度可调, 因此研究起来十分方便. 作为自旋体

系与传统的固体材料构成的体系相比, 光格中旋

量 BECs有许多优势. 在固体材料中自旋联系主要

靠格点 (费米子)间的交换相互作用,其强度取决于

固体材料的结构, 参数在实验中不能自如地调节;

当把固体材料冷却到极低温度时,热过程不能完全

忽略;另外,固体磁材料的杂质和缺陷也要考虑.而

对于光格中旋量 BEC,由于与固体材料的结构大不

相同, 这些困难自动消除. 首先, 光格中 BEC 体是

玻色子而不是费米;其次, 格点间的相互作用是长

程相互作用,交换相互作用可忽略;再次,参数可以

调节.

本文在光格中旋量 BEC的海森堡自旋链模型

基础上, 研究高阶非线性作用下的孤子激发, 得到

了一些有意义的结果,为进一步研究低温下物态提

供有价值的参考.

2 模型的建立

一维光格中旋量玻色-爱因斯坦凝聚主要由

两类相互作用控制: 自旋变化引起的碰撞和偶极

相互作用 (磁致偶极相互作用和光致偶极相互作

用)[5−8]. 哈密顿量取下列形式 [7]:

H =
∑
n

∫
ψ̂+
n (r)

[
− ~2∇2

2m
+ VL(r)

]
ψ̂n(r)

+
∑

n,m,n′,m′

∫
ψ̂+
n (r)ψ̂

+
m(r)[V coll

nn′mm′(r, r′)

+ V d−d
nn′mm′(r, r

′)]ψ̂m′(r)ψ̂n′(r)drdr′

+HB, (1)

其中 VL(r)为格点势; n, n′,m,m′ = −F, · · · , F 表
示角动量为 F 的原子的塞曼亚能级对应的角动量;
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V coll
nn′mm′(r, r′) 和 V d−d

nn′mm′(r, r′) 分别表示两体基

态碰撞和偶极相互作用, HB 表示与外磁场相互作

用引起的能量. 当光学势足够深时, 自旋算符可以

展开为 ψ̂n(r) =
∑
i

ϕi(r)Ĉn(i), 其中 ϕi(r) 为第 i

个微势阱的凝聚态波函数, Ĉn(i)是玻色算符,满足

玻色对易关系 [Ĉm(i), Ĉn(j)] = δmnδij . 在紧约束

近似下, 若只考虑跟自旋有关的项, 应用二次量子

化理论,则一维光格中旋量玻色-爱因斯坦凝聚海森

堡自旋链模型的哈密顿量可以写成 [7]

H =
∑
i

[
λ′aŜ

2
i − γBŜi ·B −

∑
j ̸=i

Jij(Ŝ
−
i Ŝ

+
j

+ Ŝ+
i Ŝ

−
j )−

∑
j ̸=i

Jmd
ij Ŝz

i Ŝ
z
j

]
, (2)

其中 λ′a =
λa
2

∫
d3r|ϕn(r)|4, 而 λa 是正比于三重

隧穿与单重隧穿中自旋波散射长度之差 [9,10]. 偶极

相互作用的表达式

Jz
ij =

µ0γ
2
B

16π~2

∫
drdr′

|ϕj(r − r′)|2|ϕi(r)|2

|r|3

− 3µ0γ
2
B

16π~2

∫
drdr′

z′2|ϕj(r − r′)|2|ϕi(r)|2

|r|5
,

Jij =
γU0

24∆~2k3L

∫
drdr′ e−r2/L2

c

× e(−r2⊥−|r⊥−r′⊥|2)/W 2
L cos(kLz − kLz

′)

× cos(kLz)e+ ·W · e−|ϕj(r − r′)|2

× |ϕi(r)|2 +
1

2
Jz
ij , (3)

其中光波波数 kL =
2π

λL
,横向坐标 r⊥ =

√
x2 + y2,

WL 是格点激光束的宽度, U0 表示光学格点势的深

度, e±是球谐振基单位矢量. 张量W 表达式为

W =
3

4

[
(Π − 3r0r0)

(
sin ξ

ξ
+

cos ξ

ξ3

)
−
(
Π − r0r0)

cos ξ

ξ

]
, (4)

其中 Π 是单位张量, 而 r0 = r/r, ξ = kL|r|;
Jij = J ld

ij − 1

4
Jmd
ij , Jmd

ij 表示磁偶极相互作用, J ld
ij

表示光致偶极相互作用. 为了方便计算,用各格点

平均值 JLD 和 JMD 来表示 J ld
ij 和 Jmd

ij . (2) 式中

的自旋矢量 S 有三个分量: Sx, Sy 和 Sz . 通常定

义 S+ = Sx + iSy, S− = Sx − iSy. S+ 为自旋升

算符, S− 为自旋降算符.这两个算符使 Sz 的一个

本征态跃迁到另一个本征态,这在有关自旋计算中

非常方便.本文讨论的自旋 S ≫ 1. 容易证明

S2 =
1

2
(S+S− + S−S+) + (Sz)2, (5)

进一步引进偏差算符 n̂ = S − Sz , 其本征值

为 n = S −m. 对于态 |n⟩有

Ŝ−|n⟩ =
√
(2S − n)(1 + n)|n+ 1⟩,

Ŝ+|n⟩ =
√
(2S − n+ 1)

√
n|n− 1⟩. (6)

定义产生算符 a+ 和湮灭算符 a, 满足 a|n⟩ =
√
n|n−1⟩, a+|n⟩ =

√
n+ 1|n+1⟩和 a+a|n⟩ = n|n⟩,

满足玻色对易关系:

[ai, a
+
i′ ] = δii′ , [ai, ai′ ] = [a+i , a

+
i′ ] = 0. (7)

采用 Holstain-Primakoff (HP)变换

Ŝ+
i = (

√
2S − a+i ai)ai,

Ŝ−
i = a+i

√
2S − a+i ai,

Ŝz
i = S − a+i ai. (8)

低温下, a+i ai ≪ 2S, 方程 (8) 中的 Ŝ+
i 和 Ŝ−

i

可以用泰勒级数展开,只考虑最邻近格点的相互作

用,精确到六阶, (2)式可以写成

H =λ′aNS(S + 1)− γBBzSN + γBBz

∑
i

a+i ai

−
∑
i

∑
j ̸=i

(Jmd
ij S2 − Jmd

ij Sa+j aj

− Jmd
ij Sa+i ai + Jmd

ij a+i aia
+
j aj)

−
∑
i

∑
j ̸=i

(2JijSa
+
i aj + 2JijSaia

+
j )

+
1

2

∑
i

∑
j ̸=i

Jij(a
+
i a

+
i aiaj + a+i a

+
j ajaj

+ aja
+
i a

+
i ai + a+j ajaja

+
i )

+
Jij
4

∑
i

∑
j ̸=i

1

S
(a+i aiaia

+
j a

+
j aj)

+ a+i a
+
i aia

+
i aiaj + a+i aia

+
i aiaia

+
j

+ a+i a
+
j aja

+
j ajaj + aia

+
j a

+
j aja

+
j aj). (9)

在理想情况下, 把系统制备在相干态

|ψ⟩ = |{ψi}⟩ = Πi|ψi⟩, 其中 |ψi⟩ = exp(−|ψi|2)
exp(−ψia

+)|0⟩, |0⟩ = |GS⟩ = |N,N⟩ 是基态 [5].

采用自旋相干态 |ψ⟩ 及含时变分原理, 则哈密

顿量 (2) 的运动方程可以转化成概率幅方程, 其

中 αi = ⟨ψ|ai|ψ⟩为第 i个格点的概率幅 [5,6,8−10].

应用海森堡表象得到概率幅满足的动力学方程

i~
∂αi

∂t
=hαi + 4JS(2αi − αi+1 − αi−1)
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− 2JMDαi

(
|αi+1|2 + |αi−1|2

)
+ J

(
|αi+1|2αi+1 + |αi−1|2αi−1

+ 2|αi|2αi+1 + 2|αi|2αi−1

)
+
(
J +

J

16S

)
(α+

i+1 + α+
i−1)|αi|2

+
J

16S
(αi+1 + αi−1)|αi|2

− J

S2
|αi|2(|αi+1|2αi+1 + |αi−1|2αi−1)

+
J

16S

[(
|αi+1|4αi+1 + |αi−1

∣∣4αi−1

)
+ |αi|4(αi+1 + αi−1)

]
, (10)

这里 h = γBBz + 4JMDS − 8JS. 文献 [11]对非线

性光学中弱非局域介质五次方非线性项加以考虑,

得出了用椭圆积分表示的隐函数解. 下面借助该参

考文献的某些数学结果和方法来讨论高阶近似下

满足哈密顿量 (9)式的旋量 BEC的孤子解.

3 演化方程和明孤子及暗孤子解

在长波极限下,采用连续极限,即

al(t) =α(z, t), al±1(t) = α(z, t)± ∂α

∂z
l

+
l2

2

∂2α

∂z2
± l3

3!

∂3α

∂z3

+
l4

4!

∂4α

∂z4
+ · · · , (11a)

|al±1(t)|2 =|α(z, t)|2 ± ∂|α|2

∂z
l +

l2

2

∂2|α|2

∂z2

± l3

3!

∂3|α|2

∂z3
+
l4

4!

∂4|α|2

∂z4
+ · · · , (11b)

这里 l是格点常数. 则关于 α(z, t)的方程为

i~
∂α

∂t
=h3α−

(
4JS − J

16S

)
l2
∂2α

∂z2

− 2JMDl
2 ∂

2|α|2

∂z2
α+

(
6J − 4JMD

+
J

8S

)
α|α|2 +

(
3J

8S
− 2J

S2

)
α|α|4. (12)

求如下形式的行波解

α(z, t) = ϕ(η) e i
(
kz−E

~ t
)
, (13)

其中 ϕ(η)是 η = z − vt的实函数. 把方程 (13)代

入方程 (12)得到

k =
~v

8JSl2
, (14)

(1 + γϕ2)ϕηη + γϕϕ2η + 3δϕ5 + 2µϕ3 − λϕ = 0,

(15)

其中

γ =
JMD

JS
, µ =

2JMD − 3J

4JSl2
,

δ =
J

8S
− 2J

3S2
, λ =

h2 + 4JSl2k2 − E

4JSl2
. (16)

方程 (15)与文献 [11]中的方程 (8)类似. 以下

仿照该参考文献求其解并说明其意义.

3.1 明孤子解

方程 (15)在无穷型边界条件下,当 η → ∞时,

ϕ及其各阶导数均为零 (边界条件),故取积分常数

为零, 存在孤子解. 两边积分一次并取积分常数为

零得

(1 + γϕ2)

(
dϕ

dη

)2

+ δϕ6 + µϕ4 − λϕ2 = 0. (17)

设存在 ϕa, 当 ϕ = ϕa 时, ϕ′ = 0. ϕa 可以用

来描述孤子幅值. (15) 式孤子存在条件: µ > 0 时,

δ > 0, γ > 0, 即
1

4
JMD < JLD <

11

12
JMD 和任

意 ϕa; µ > 0 时, δ < 0, γ > 0, 即 JLD >
11

12
JMD

或 JLD <
1

4
JMD 和 ϕ2a <

∣∣∣∣2µγ
∣∣∣∣ = ϕ2c ; 当 µ < 0时,

δ > 0, γ > 0和 ϕ2a > ϕ2c . (15)式可以进一步写成下

列形式(
dϕ

dη

)2

=δϕ2(ϕ2a − ϕ2)

×
ϕ2 +

2λ

δ(
√
µ2 + 4λ− µ)

1 + γϕ2
, (18)

其中 ϕ2a =

√
µ2 + 4λδ − µ

2δ
. 设 δ > 0,而 γ > 0恒

成立,令 a =
2λ

(µ−
√
µ2 + 4λδ)

, b = − 1

γ
,则 (18)式

变为 (
dϕ

dη

)2

=
δ

γ
ϕ2(ϕ2a − ϕ2)

ϕ2 − a

ϕ2 − b
. (19)

以下分多种情况求明孤子解.

3.1.1 第一类明孤子解

若 δ > 0, 而 γ > 0 恒成立, ya = ϕ2a =

ya > 0 > a > b, 再令 ϕ2(η) = y(η), 则方程 (19)

的解为 [11−15]

±η =
1

2
√
γδya

√
ya − b

[
Π

(
λ1,

ya − a

ya
, k1

)

210305-3



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 21 (2012) 210305

+ γyaF (λ1, k1)

]
, (20)

其中

λ1 = sin−1

√
ya − y

ya − a
, k1 =

√
ya − a

ya − b
. (21)

图 1表示该参数区间的一个解.若 ϕ2a = ya >

0 > b > a,则在上面的表达式中互换 a和 b. 这两

种情况下,孤子波峰均取 ϕ2m = ya = ym.

图 1 (20) 式表示的明孤子. 参数取 ya = 1, a = −1,

b = −2, δ = 1, γ = 1

3.1.2 第二类明孤子解

对于 δ < 0, γ > 0, λ > 0, a > ya > 0 > b,

µ > 1/4
(
1 +

√
1− 8δλ

)
或 µ < 1/4

(
1−

√
1− 8δλ

)
的最大值 ym = a,方程 (19)的解为

±η =
1

2
√

|γδ|aya
√
a− b

[
(a− ya)Π

(
λ2,

ak22
ya

, k2

)
+ (1 + γa)F (λ2, k2)

]
, (22)

其中

λ2 = sin−1

√
(a− b)(ya − y)

(ya − b)(a− y)
,

k2 =

√
a− ya
a− b

. (23)

图 2表示该参数区间的一个解.

图 2 (22)式表示的明孤子 ya = 1, a = 2, b = −2, δ =

−1, γ = 1

3.1.3 第三类明孤子解

当 δ < 0, γ > 0, λ > 0, ya > a > 0 > b,

此时参数满足 1/4(1 −
√
1− 8δλ) < µ < 1/4(1 +

√
1− 8δλ),最大值取 ym = a,方程 (19)有解为

±η =
1

2
√
|γδ|aya

√
ya − b

[
(ya − a)

×Π

(
λ3,

yak
2
3

a
, k3

)
+ (1 + γb)F (λ3, k3)

]
,

(24)

其中

λ3 = sin−1

√
(ya − b)(a− y)

(a− b)(ya − y)
,

k3 =

√
a− b

ya − b
. (25)

图 3表示该参数区间的一个解.为了更加直观

明确,把三类孤子放在一起比较,如图 4. 从图 4中

看出,孤子的宽度和形状取决于各阶非线性参数.

图 3 (24) 式表示的明孤子 ya = 2, a = 1, b = −2,

δ = −1, γ = 1

图 4 三类孤子比较

3.1.4 典型钟形孤子解

若孤子振幅取特殊值,方程的分式部分退化为

取决于系统参数的常数,设

ϕ2m = ϕ2a =

√
µ2 + 4λδ − µ

2δ
, (26)

当 δγ > 0, a = b,亦即 δ = µγ+λγ2时,则方程 (19)
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变为 (
dϕ

dη

)2

=
δ

γ
ϕ2(ϕ2m − ϕ2), (27)

其精确解为

ϕ(η) = ϕmsech

[
ϕm
2

√
2δ

γ
(η − η0)

]
, (28)

其中 ϕ2m = ϕ2a =

√
µ2 + 4λδ − µ

2δ
=
λγ

σ
. (28)式是

典型的钟形孤子解.

把波函数归一化,亦即

1

l

∫ ∞

−∞
|α(z, t)|2dz = 1. (29)

代入椭圆积分解,可以得到各种情况下的 λ,进

而求得能量.

当 δ > 0, γ > 0和 ya > 0 > a > b时,得

3

√
2γ

δ

√
ya − bE(λ10, k1) = l, (30a)

λ10 = sin−1

√
ya

ya − a
, k1 =

√
ya − a

ya − b
; (30b)

当 λ10, k1很小时,可得到第二类椭圆积分的近似表

达式

E(λ10, k1) ≈
(
1− k21

4

)
arcsin

√
ya

ya − a
, (31a)

如果 ya和 a相差不大时,可进一步简化为

E(λ10, k1) ≈
(
1− k21

4

)[√
ya

ya − a

− 1

6

ya
ya − a

]
. (31b)

由上式结合方程 (16)可得到能量的表达式.

对于 δ > 0, γ > 0和 ya > 0 > b > a,有
3√

2γδ
√
ya − a

[(1 + γa)F (λ′10, k
′
1)

+ γ(ya − a)E(λ′10, k
′
1)] = l, (32)

λ′10 = sin−1

√
ya

ya − b
, k′1 =

√
ya − b

ya − a
; (33)

对于 δ < 0, γ > 0, a > ya > 0 > b,有
3√

2γ|δ|
√
a− b

[(1 + γa)F (λ′20, k
′
2)

+ γ(ya − a)Π(λ′20, k
′2
2 , k

′
2)] = l; (34)

其中

λ′20 = sin−1

√
(a− b)ya
(ya − b)a

, k′2 =

√
ya − b

a− b
. (35)

对于 δ < 0, γ > 0, ya > a > 0 > b,有
3√

2γ|δ|
√
ya − b

[(1 + γya)F (λ
′
30, k

′
3)

+ γ(a− ya)Π(λ′30, k
′2
3 , k

′
3)] = l, (36)

其中

λ′30 = sin−1

√
(ya − b)a

(a− b)ya
, k′3 =

√
a− b

ya − b
. (37)

以下对典型钟形孤子解 (28)式对应的能量详加考

查. 把波函数归一化得

6ϕm

√
γ

2δ
= l, (38)

由上式可以求得 ϕm的值.进而可求得

λ =

√
2

6
l

√(
δ

γ

)3

, (39)

代入 (16)式得能量

w =γBBz + 4JMDS − 8JS + 4JSl2k2

− 2
√
2

3
J4Sl3

√(
3S − 16

24SJMD

)3

, (40)

最后一项是六阶非线性对能量的修正.

3.2 暗孤子解

方程 (15)有暗孤子解. 对方程 (15)积分一次得

(1 + γϕ2)

(
dϕ

dη

)2

+ δϕ6 + µϕ4 − λϕ2 = C. (41)

设背景强度为 yb, 即当 η → ±∞, 时, y → yb,

则积分常数 C = δy3b + µy2b − λyb. 方程 (41)变为

y′2 =− 4δ(1 + µ)

γ
y(yb − y)2

× (y + yb)/(1 + µ)

y + 1/γ
, (42)

方程 (42)表示暗孤子解, 可以是 “黑”孤子和 “灰”

孤子, 取决于各参数的大小. 当分数部分分子和分

母相等时,亦即 yb =
λ

2(1 + µ)
− 1

2γ
时变成黑孤子,

且有解析解:

ϕ2 = ϕ2b tanh
2

[√∣∣∣∣δ(1 + µ)

3γ

∣∣∣∣ϕ2b(η − η0)

]
. (43)

孤子的宽度为

w =

√∣∣∣∣ 3γ

δ(1 + µ)ϕ2b

∣∣∣∣. (44)

典型暗孤子解如图 5 所示. 参数取其他值时,

难求解析解.
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图 5 典型暗孤子解

4 结 论

分别求得了一维光格中旋量玻色 -爱因斯坦凝

聚在高阶非线性项作用下的明孤子和暗孤子解及

其能级表达式. 借助于椭圆积分, 可以把明孤子和

能量表示为隐函数解析解. 结果表明, 孤子宽度和

形状取决于各级非线性参数. 与低阶非线性作用下

孤子 [5,6] 比较,毫无疑问,这里的孤子内容更丰富,

能量表达式也更细致, 因而更有参考价值. 还求得

了特殊参数条件下的暗孤子解析解.这些结果对研

究低温下物性有参考意义.
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Abstract

Soliton excitation with high-oder-nonlinearity of spinor Bose-Einstein condensate in an optical lattice is studied in detail. The

exact solution for bright soliton which is expressed as an elliptic integral is found, and the analytic solution for dark soliton with

particular parameters is presented. The energy is also found.
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