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双稳系统随机共振的能量输入机理*
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从布朗粒子运动所遵循的 Langevin方程出发,分析了周期性外力提供给布朗粒子的瞬时功率和平均功率,揭示

了双稳系统随机共振的能量输入机理. 理论分析与数值仿真结果表明,布朗粒子吸收的瞬时功率随时间作周期性变

化,其变化的频率是周期性外力的 2倍,而其幅值和均值的大小都受控于噪声强度.改变布朗粒子所处热环境的参

数,能有效地控制周期性外力的能量输入形式.
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1 引 言

随机共振 [1−3] 的动力学特性常用 Langevin方

程来描述, 并将热随机力作为方程的输入, 而热随

机力的强度为输入变量, 布朗粒子的位置为输出

变量. 人们通过计算输出变量的功率谱,采用信噪

比、功率谱放大率和驻留时间分布等量来刻画随

机共振 [4−16]. 1998 年, Sekimoto 在布朗粒子运动

所遵循的 Langevin方程的基础上,通过引入内能、

热量和功等物理量建立了 Langevin方程的动力学

与热力学的联系, 提出了基于单一随机轨线的能

量守恒 [17]. 2001 年, Iwai 等采用随机能量法分析

了 Langevin方程所描述的非平衡过程的能量转化

关系, 提出了用外部驱动力所作的功作为双稳系

统随机共振的一种度量 [18−22]. 随后, 林敏等提出

了以 “能量” 为研究核心的随机能量共振及控制

方法 [23,24].

运动可以有不止一种的度量方法,布朗运动涉

及热能与机械能的相互转化,而能量的变化可以用

功的大小来度量. 运动着的布朗粒子将在空间划出

一条轨线,在轨线上的各点都受到外力的作用．在

一定长度的路径上,外力对布朗粒子所作的功与各

段的元功有关,最终的功是轨线上各段元功的代数

和．由于各个时刻的元功有时为正有时为负,因此,

采用瞬时功率能反映各不同时刻的作功情况. 功

率可以将布朗粒子的运动状态和作用力综合为一

个单一量值,进而通过这一指标来度量振动能量的

传递, 它兼顾了力和速度以及它们的相位关系, 振

动信息丰富,便于实施振动系统的优化控制和优化

设计 [25,26].

要维持布朗粒子在双稳势中的运动,就必须由

外界不断地供给能量. 而随机共振的产生, 则需外

界提供更大的能量. 由于作用到布朗粒子的外力

是周期性的,外力对布朗粒子所作的功时大时小、

时正时负, 通常采用一个周期内的平均功率作为

能量的输入量. 随着噪声强度的变化, 布朗粒子的

运动状态也发生变化, 而运动状态的改变将伴随

着能量输入大小的变化, 即周期性外力提供给布

朗粒子的功率随噪声强度而变,随机共振时的能量

输入应达到极值.本文分析了自由布朗粒子和受束

缚布朗粒子的动力学特性,从布朗粒子运动所遵循

的 Langevin方程出发,分析了过阻尼条件下布朗粒

子沿单一随机轨线的内能和功的变化关系,通过引

入功率这一能量指标来刻画周期性外力与布朗粒

子之间的能量传递,分析了布朗粒子吸收的瞬时功
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率和平均功率与热噪声强度的关系,揭示了双稳系

统随机共振的能量输入机理.

2 Langevin方程与功率流

2.1 Langevin动力学方程

对于自由的布朗粒子, Langevin将周围的介质

分子对布朗粒子的作用力分成热随机力和阻尼力

两部分,则质量为m的自由布朗运动方程为

dx

dt
= v, m

dv

dt
= ξ(t)− γv, (1)

式中, x 和 v 是布朗粒子的位移和速度. ξ(t) 是热

环境作用到布朗粒子的随机力,它具有 ⟨ξ(t)⟩ = 0,

⟨ξ(t)ξ(0)⟩ = 2kBTδ(t)的统计性质,而 kB 为 Boltz-

mann常数、T 为热力学温度,常用强度 D = kBT

的高斯白噪声模拟热随机力; γ 是阻尼系数. (1)式

表明自由布朗运动是靠热运动 (温度)驱动的,其运

动特性由热环境的参数 kBT 和 γ 所决定.

当布朗粒子被束缚在双稳势场中,并受到周期

性外力的作用,则它的动力学方程为
dx

dt
=v,

m
dv

dt
=− V ′(x) +A cos(ωt) + ξ(t)− γv,

(2)

式中, V (x) = −1

2
x2 +

x4

4
是双稳势函数, A cos(ωt)

(A ≪ 1是幅值、ω是频率)是外界作用到布朗粒子

的弱周期力. 布朗粒子在确定性的有序力与无序的

涨落力的共同作用下运动,而这些作用力与布朗粒

子运动路径的空间累积形成了能量的交换.

2.2 瞬时功率与平均功率

在过阻尼条件下 (2)式的惯性项可以忽略,适

当选择单位使 γ = 1,则 (2)式可改写为随机共振的

典型方程

v =− ∂U(x, t)

∂x
+ ξ(t),

U(x, t) =V (x)− xA cos(ωt),

(3)

U(x, t)是考虑外力 A cos(ωt)作用后系统随时间变

化的势函数. 采用随机能量方法 [17],一个周期内外

力对布朗粒子所作的功 (输入能量)为

W =

∫ τ

0

⟨
∂U(x, t)

∂t

⟩
ξ

dt

=

∫ τ

0

⟨x(t)⟩ξ Aω sin(ωt)dt, (4)

式中 ⟨ ⟩ξ 表示在噪声 ξ 的样本空间上求集合平均.

则周期力传递给布朗粒子的功率 P (t)为

P (t) = ⟨A cos(ωt) · v⟩ξ = ⟨x(t)⟩ξ Aω sinωt, (5)

在绝热近似 (A ≪ 1, D ≪ 1,且输入信号的频率远

小于 Kramers 时间的倒数) 的假设条件下, x(t) 的

统计均值 [2,3]可表示为

⟨x(t)⟩ξ = X(D) cos[ωt+ φ(D)], (6)

式中

X(D) =
A
⟨
x2

⟩
0

D

2rK√
4r2K + ω2

,

φ(D) = − arctan

(
ω

2rK

)
,

其中 rK =
1√
2π

exp

(
− 1

4D

)
为 Kramers 逃逸率,

⟨
x2

⟩
0
=

√
D

2

D−3/2(−1/
√
2D)

D−1/2(−1/
√
2D)

是由 D 决定的静

态未扰动系统 (A = 0)的方差,其中 Dn(x)是抛物

柱面函数.

将 (6)式代入 (5)式可得

P (t;D) =AωX(D) sinωt · cos[ωt+ φ(D)]

=− 1

2
AωX(D) sinφ(D)

+
1

2
AωX(D) sin(2ωt+ φ(D)). (7)

(7) 式表明瞬时功率 P (t) 包含两部分, 一

是与时间无关的常数项 −1

2
AωX(D) sinφ(D),

二是 以 外 力 频 率 的２ 倍 作 周 期 性 变 化的

项
1

2
AωX(D) sin(2ωt + φ(D)). 可见, P (t)是一个

随时间作周期性变化的量,则一个周期内的平均功

率 P 为

P (D) =
1

2π/ω

∫ t+2π/ω

t

P (t;D)dt

=− 1

2
AωX(D) sinφ(D). (8)

(8) 式表明 P 的正、负值取决于相位差 φ(D). 如

果 φ(D) 在 −π < φ(D) < 0, 则 P > 0, 外力对

布朗粒子在一个周期内作正功. 而 P 的数值大小

既与外作用力的参数有关, 又与布朗粒子运动的

幅值 X(D) 和相位 φ(D) 有关. 由 (8) 式和 (6) 式,

当 D → 0或 D → ∞时, P̄ (D) → 0. 图 1是 (8)式

中的参数取 A = 0.2, ω = 0.002π时, P 与 D 之间

关系的近似理论曲线,图 1表明随着噪声强度D的
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变化,外力在一个周期内提供给布朗粒子的平均功

率总是大于 0,且存在着明显的单峰曲线现象.
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图 1 P (D) 与 D 之间关系的近似理论曲线 (A = 0.2,

ω = 0.002π)

当噪声强度分别取 D = 0.04, 0.06和 0.10时,

瞬时功率 P (t)随时间 t的变化如图 2所示. 图 2表

明, 当布朗粒子处于不同噪声强度的热环境下, 周

期性外力以不同的方式给布朗粒子传递能量,时而

功大时而功小, 又时而作正功时而作负功. 瞬时功

率 P (t)与噪声强度 D 的关系密切,调节噪声强度

能有效地控制周期性外力对布朗粒子作功的大小.

0 200 400 600 800 1000

-2

-1

0

1

2

3

t

 P
↼t

↽/



-
3

 

 
D/.
D/.
D/.

图 2 随机共振的瞬时功率 P (t)随 t在一个周期内变化

的近似理论曲线 (D = 0.04, 0.06, 0.10)

3 数值仿真结果与分析

周期性外力提供给布朗粒子的功率 P 与外力

的参数 A, ω 和布朗粒子的运动 x(t)有关, 而 x(t)

的 X(D) 和 φ(D) 又是噪声强度 D 的函数. 因此,

不同的D值, X(D)和 φ(D)具有不同的量值,从而

使得布朗粒子吸收的瞬时功率具有不同的时间变

化形式. 本文分析噪声强度 D对 P (t)的控制作用,

着重研究不同噪声强度下的瞬时功率变化形式,从

而揭示随机共振的能量输入机理. 仿真分析以 (3)

式为动力学方程, 方程中的随机力 ξ(t) 采用高斯

分布的白噪声来模拟,噪声强度用 D 表示;采用四

阶 Runge-Kutta法, 仿真步长 h = 0.5, 考虑到布朗

粒子运动的随机性,瞬时功率和平均功率的计算采

用 500个周期的均值.

3.1 单势阱内的 P (t)与D的关系

当没有噪声或噪声的强度较小时,处于双稳势

中的布朗粒子仅受周期性外力的作用不能跃过势

垒, 而只能处在单一势阱内运动. 取周期性外力的

幅值 A = 0.2, 频率 ω = 0.002π, 图 3 是 D = 0,

0.018 和 0.02 时, 瞬时功率 P (t) 随时间 t 的变化

曲线.图３表明 P (t)的取值时大时小、时正时负,

P (t) 变动的幅值取决于 D 值的大小, 变化的规则

与噪声强度 D 的取值关系密切. 但不同 D 值对

应的 P (t) 都有着近似的周期性变化, 前半个周期

与后半个周期所作的功呈现出正、负大致相抵,

即 P (t) > 0和 P (t) < 0所占的时间相当, 因而一

个周期内正负相抵所作的净功较小.
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图 3 单势阱内 P (t) 随 t 变化仿真曲线 (A = 0.2,

ω = 0.002π)

3.2 双势阱之间的 P (t)与D关系

保持周期性外力的幅值 A = 0.2 和频率 ω =

0.002π不变,图４是当噪声强度 D = 0.08时,布朗

粒子在周期力与噪声的共同作用下,在两势阱之间

来回运动的瞬时功率 P (t)随时间 t的变化曲线,数

值仿真与近似理论曲线都呈现出以周期性外力频

率的２倍作周期性变化. 由于布朗粒子跃过势垒而

在两对称的势阱之间运动,在一个周期的前半个周

期和后半个周期都有作正功的时间区间, P (t) > 0

所占有的时间 T+ 大于 P (t) < 0所占有的时间 T−,

也就是在一个周期的大部分时间内周期性外力对

布朗粒子作正功, 布朗粒子吸收到较大的能量, 反

映了噪声在周期性外力对布朗粒子作功时所起的

积极作用.
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图 4 D = 0.08随机共振时 P (t)随 t在一个周期内的变

化曲线 (A = 0.2, ω = 0.002π)
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图 5 双势阱间跃迁时 P (t)随 t变化仿真曲线 (A = 0.2,

ω = 0.002π)

图５是噪声强度 D = 0.04, 0.06 和 0.10 三个

不同值时, P (t) 随 t 变化的仿真曲线. 图 5 表明,

由于布朗粒子在两个对称的势阱之间作跃迁运动,

P (t)以周期性外力频率的 2倍随时间变化,功率的

大、小和正、负交替变化,与图 2的近似理论曲线

是一致的. 但仿真曲线与近似理论曲线在幅值大小

和相位的量值上有些偏差.

4 结 论

分析了自由布朗运动和受束缚布朗粒子的随

机动力学特性,从能量传递和转换的角度建立了沿

单一随机轨线的随机共振的功、能关系.通过引入

瞬时功率、平均功率等物理量,研究了布朗粒子吸

收的瞬时功率与噪声强度的关系. 结果表明, 在一

定的周期性外力作用下,通过调节噪声强度的大小,

布朗粒子的运动状态将发生变化,从而引起周期性

外力与运动状态交互作用的变化,这些变化就伴随

着能量输入大小的改变;随机共振时布朗粒子吸收

的瞬时功率随时间作周期性变化,其变化的频率是

周期性外力的 2倍;由于布朗粒子在两势阱之间的

跃迁而引起相位的改变,使得周期性外力能提供更

多的能量,从而产生随机共振的能量输入达到极值.

这为深入研究随机能量共振的产生机理提供了新

的理论方法.
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Abstract

According to the Langevin equation that describes the Brownian particle motion, the instantaneous power and average power of

Brownian particle provided by periodic external force are analyzed. The mechanism of energy input to a bistable system to generate

stochastic resonance is revealed. The theoretical analysis and numerical simulation manifest that the instantaneous power absorbed by

Brownian particle changes periodically. The change frequency is twice that of periodical external force, and its amplitude and average

are controlled by the noise intensity. The energy input form of periodic external force can be controlled effectively by changing the

parameters of thermal environment where Brownian particle is located.
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