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等腰直角三角形的二维量子谱和经典轨道*
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本文研究了等腰直角三角形中基于其波函数和能级结构的二维量子谱.虽然这个量子台球系统的本征态是无

法分离的,但是关于两个变量的问题是完全可解的. 通过对二维量子系统的波函数做相应的傅里叶变换,得到了系

统的二维量子谱,把得到的结果和经典的二维量子台球轨道做相应性的对比发现: 傅里叶变换的量子谱的峰值位置

和经典轨道的长度之间存在着很好的对应关系,这说明经典计算的结果和量子计算的结果符合得非常好,从而进一

步验证了周期轨道理论的正确性.
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1 引 言

自从 1975年, Easki[1] 提出量子点和量子线的

概念以来, 人们对半导体量子点的各种性质在基

础理论和实验两个方面进行了广泛的研究.同时随

着 Gutzwiller[2] 的态密度周期轨道理论的提出,人

们对混沌系统中的量子经典的研究已经做了许多

的工作.

近来, 分子束外延等技术的巨大进步, 已经使

得制造点形状和点大小控制得很好的量子点系统

成为了可能.在许多的应用当中, 量子激光器的性

能与量子线激光器相比,具有更低的阈值电流密度,

更高的特征温度和更高的增益等优越特性 [3−5]. 近

些年来,纳米器件、微腔结构及其输运问题已经成

为人们研究的前沿课题.因而对不同类型的量子点

的研究具有重要的理论意义和实用价值,而量子台

球可以作为研究它们的理想模型.

近些年来,人们应用周期轨道理论已经研究了

许多体系中一个粒子量子化的本征值谱和经典轨

道之间的对应关系.本文采用了等腰直角三角形势

阱中的能量本征值和本征波函数 [6] 计算了该体系

下的傅里叶变换,并与经典轨道作比较, 从而得出

量子谱函数和经典轨道之间的对应关系.

2 量子谱函数及其傅里叶变换

我们首先考虑一个二维系统的哈密顿

量 (Hamiltonian)为

H =
p2

2
+ V (q). (1)

此时我们假设系统中的两个任意两个点 A和 B,则

量子谱函数 [7]定义为

ρAB(E) ≡
∑
n

ψ∗
n(A)ψ(B)δ(E − En), (2)

其中 n 为标记量子态的下标, En 为本征能量, ψn

为本征波函数. 类似于闭合轨道的平均振子强度密

度的推导, ρAB(E)也可以表示为

ρAB(E) = ρ0AB(E) +
∑
i

Ci sin(Si + φi), (3)

其中,右边为一个平滑背景项和一些正弦振荡项的

求和,求和包含了从 A到 B 的所有允许的经典轨

道,振幅 Ci 是与轨道的稳定性有关的量, Si 是经典
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作用量 Si =
∫ B

A
pdq, 积分沿经典轨道进行, φi 为

相位,包含 Maslov相位修正,该式给出了量子谱函

数与经典轨道之间关系.

该等腰直角三角形量子台球系统可以通过一

个其内有单位质量粒子运动的等腰直角三角形势

阱来模拟,其直角边的长度为 a,如图 1所示.

该模型内的势函数可以表示为

V (x, y) =

0, (x, y) ∈ Ω,

∞, (x, y) /∈ Ω.
(4)

如图 1所示, Ω = (0 6 x 6 a, 0 6 x+ y 6 a)

a

a

y

xO

图 1 等腰直角三角形中量子点的分布区域

其相应的定态薛定谔方程为(
− ~2

2M
∇2 + V

)
ψ = Eψ. (5)

该方程可以通过分离变量法来求解, 由于势能

在 Ω 区域内为 0, 则通过 (5) 式可以得到能量本

征值 Emn为

Emn =
~2π2

2M

m2 + (m+ 2n− 1)2

a2
,

m, n = 1, 2, 3, · · · (6)

其相应的本征波函数为

Ψmn(x, y) =
2

a

(
sin

(m+ 2n− 1)πx

a
sin

mπy

a

+ sin
mπx

a
sin

(m+ 2n− 1)πy

a

)
,

m, n = 1, 2, 3, · · · (7)

但是当 m = m + 2n − 1时,其中一些波函数会出

现简并. 换而言之,当 m和 n取不同的值时, 会得

到一些相同的本征态. 因此我们必须注意不要对同

一个本征态做重复计算.

(3) 式中的经典作用量 Si 的表达式是 Si =∫ B

A
pdq. 对于量子台球系统 [8,9], 我们还可以将其

表示为 S = KL,其中 K =
√
2E, L是经典轨道的

长度,量子谱的傅里叶变换是 [7,10]

ρ̃AB(L) =

∫ Emax

Emin

ρAB(E) exp(iKL)dE, (8)

其中, Emin 和 Emax 是选定的能量的上下限,这两

个值的选定必须要满足变换的精度要求,由此我们

得到实际计算傅里叶变换的另一个表达式 [7]

ρ̃AB(L) =
∑
n

ψ∗
m(x1, y1)ψm(x2, y2) exp(iKL).

(9)

为了与经典结果作比较,我们对方程 (3)作同样的

傅里叶变换,采用旋转波近似,可得

ρ̃AB(L) ≈ρ̃0AB(L) +
∑
i

k̄Ci

[
− exp(−iφi)

2i

]
×∆(L− Li), (10)

其中

∆(x) ≡
∫ kmax

kmin

exp(ixk)dk (11)

是一个峰值在 x = 0处的函数,而

ρ̃0AB(L) =

∫ Emax

Emin

ρ̃0AB(E) exp(i
√
2EL)dE,

k̄i是 k在区间 [kmin, kmax]上的平均值
[11]
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图 2 量子谱随经典轨道长度的变化

3 结果及验证

考虑到计算的精确性与简便性,我们选取了以

下参数 (为了计算的方便本文的计算中采用的全是

归一化后的参数):

~ =M = 1, a = 1,

x1 = 0.2a, y1 = 0.5a,

x2 = 0.6a, y2 = 0.3a,

m = n = 1000.
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表 1 图 2中峰点的位置与从 A到 B 的经典轨道的长度的对应关系

轨道 L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7 L8 L8′

碰撞次数 0 1 1 1 2 2 2 2 2

轨道长度 0.4472 0.5099 0.8246 0.8944 0.9055 1.0296 1.1045 1.1314 1.1314

峰值位置 0.4474 0.5103 吸收 (by L4) 0.8942 吸收 (by L4) 1.028 吸收 (by L9) 吸收 (by L9) 简并

轨道 L9 L10 L11 L12 L13 L13′ L14 L15

碰撞次数 2 3 3 3 3 3 4 4

轨道长度 1.2083 1.2166 1.2649 1.2728 1.4213 1.4213 1.4422 1.4422

峰值位置 1.208 吸收 (by L9) 1.264 吸收 (by L11 ) 1.414 简并 吸收 (by L13) 简并
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图 3 从 A到 B 的可能的几种经典轨道

从我们的上述研究可以看到,等腰直角三角形

系统中有一些简并的本征态和一些具有相同长度

的经典轨道, 当轨道的长度相似时, 他们的量子谱

就容易相互吸收.如果将以上的问题考虑进去, 我

们会发现,除去在 L = 0.632和 L = 1.342两处的

峰点外,图 2中量子谱的峰点与图 3中经典轨道的

长度符合得非常好.

如表 1中所示,量子谱与经典轨道之间有两处

并不对应,考虑到能量极限的存在, 我们认为这种

误差是由能量的截断或系统的谐振造成的.
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以上考虑的是关于直线 y = x偶对称的模式

奇对称的模式如下:

Ψmn(x, y) =
2

a
(sin

(m+ 2n)πx

a
sin

mπy

a

+ sin
mπx

a
sin

(m+ 2n)πy

a
),

m, n = 1, 2, 3, · · · ,

4 结 论

直到现在,我们仍然运用等腰直角三角形系统

中的本征波函数和本征能量来分析研究量子谱函

数及其傅里叶变换,但是在此系统中存在着一些简

并情况会导致问题的复杂化. 通过比较等腰直角

三角形量子台球系统中的量子谱和经典轨道可以

发现,它们符合得非常好.并且在这个方法当中,从

点 A到点 B 的轨道是开放的,即 A点和 B 点是可

以任意选取的. 尽管我们仅仅讨论了等腰直角三角

形量子台球系统中经典量子通信的问题,但我们分

析这个系统的方法具有一般性,它是可以在其他的

系统中应用的. 多种动态的等腰直角三角形量子台

球系统与纳米器件的传输性质紧密相关,并且可以

用来存储量子信息.因此, 关于这些系统的研究在

科学应用领域非常的重要.
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Abstract

The quantum spectra are derived from the wave-functions and the energy-functions of the isosceles-right triangular model. Al-

though the eigenstates of the billiard system are not separable, the problem of functions with two variables is exactly solvable. The

numerical results of the Fourier transform of quantum spectral functions are compared with the results from the classical orbits whose

lengths match well with the positions of the spectra peaks. This result gives a new evident for the correspondence of quantum and

classical mechanics.
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