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具有三体相互作用的自旋链系统中的几何

相位与量子相变*
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本文首先对具有三体相互作用的一维自旋链系统的哈密顿量进行了对角化. 然后通过一个旋转操作求解了系

统基态的几何相位,通过数值计算几何相位及其导数随外界参数的变化,考虑三体相互作用对几何相位以及量子相

变的影响,结果表明几何相位可以很好的用来表征该系统中的量子相变,并且发现三体相互作用不但引起相变点平

移,而且可以产生新的临界点.
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1 引 言

量子相变 [1] 是发生在绝对零度, 由于量子涨

落而引起的量子多体系统的物理性质的突变.当系

统的哈密顿量中的参数改变时, 基态会出现能级

交叉或者免交叉, 从而形成了一个非解析点. 当前

普遍关注的其中一个问题是如何刻画量子多体系

统的量子相变. 基于量子物理的视角, 量子纠缠、

保真度以及量子关联都可以用来判定系统是否存

在量子相变 [2−13]. 固态自旋链系统当前是一个非

常重要的理论模型,已经深入地应用于描述量子多

体系统的相变以及动力学相变演化问题的研究.几

何相位的发现是近几十年来量子力学中的重要进

展, Berry[14] 发现在参数空间中, 当多体系统的哈

密顿量进行绝热循环演化时,除了会产生动力学相

位还会积累一个与路径无关的相位, 即几何相位.

量子相变和几何相位两者之间的密切联系引起了

凝聚态和几何相位领域工作的研究人员的关注和

兴趣. 大量研究结果表明,系统在不经过量子相变,

但是只通过计算多体系统的几何相位就可以确定

体系的临界特性和临界指数. 量子多体系统的量

子相变行为可以通过几何相位的性质来描述, 即

对量子多体系统进行一个旋转操作,然后求解该系

统的几何相位, 进而去描述多体系统的基本性质.

Carollo和 Pachos[15]首先对量子自旋链系统中的几

何相位和临界性质、量子相变之间的关系进行了

研究, 他们发现在各向同性自旋模型中, 在参数空

间中变化时,基态和激发态的几何相位不同可以用

来描述量子相变,这个非平庸的特性可以用来判断

是否发生量子相变.但是这个结论只能用来解释系

统的一级相变,很难用来描述另外的重要的二级相

变.随后 Zhu[16,17] 作了进一步的深入研究,发现系

统基态的几何相位及其导数的奇异性可以更好的

来表征量子相变,并且指出这种基态几何相位的不

可收缩特性可以用来探测系统的量子相变点. 随

后 Hamma对这个理论结果给出了一般情况时的证

明 [18]. 更为有趣的结论是,基态的几何相位在量子

相变点附近具有很好的标度特性. 量子相变系统中

实验观测几何相变的尤为重要, Peng等 [19] 第一次
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在实验上证实了几何相位能够刻画量子系统能级

结构,观测了 XY 模型基态几何相位,并成功揭示

了该模型的能级特征. 实验上, 该小组采用绝热演

化的方法制备了系统的基态,从而克服了基态制备

的困难；对于几何相的观察,则利用量子干涉仪的

方法, 添加一个辅助量子比特来获取相位信息, 从

而成功观测了几何相.这些工作为量子相变和几何

相位两个重要课题之间架起了桥梁,研究多体系统

的几何相位和量子相变的关系是一个有意义的课

题.大量研究者讨论了各种理论模型中几何相位和

量子相变的相关问题 [20−24].

本文首先对具有三体相互作用的一维自旋链

系统的哈密顿量进行了对角化. 然后通过一个旋转

操作求解了系统基态的几何相位,通过数值计算几

何相位及其导数随外界参数的变化,考虑三体相互

作用对几何相位以及量子相变的影响,结果表明几

何相位可以很好的用来表征该系统中的量子相变,

并且发现三体相互作用不但引起相变点平移,而且

可以产生新的临界点.

2 理论模型

在本文,我们考虑一维海森堡各向异性 XY 自

旋链系统,该体系由 N 个相互作用的自旋 1/2粒子

组成, 除了自旋链中最近邻的相互作用, 我们还引

入了一种各向异性的三体相互作用,系统总的哈密

顿量可以写为

H

=−
N∑
i=1

[(
1 + γ

2
σx
i σ

x
i+1 +

1− γ

2
σy
i σ

y
i+1 + λσz

i

)
− α

(
1 + γ

2
σx
i σ

z
i+1σ

x
i+2 +

1− γ

2
σy
i σ

z
i+1σ

y
i+2

)]
.

(1)

一维 XY 自旋链模型的哈密顿量可以通过以下

三个变换实现精确的对角化, 即 Jordan-Wigner 变

换、傅里叶变换, 以及波戈留波夫变换. 首先, 利

用 Jordan-Wigner 变换, 引入上升下降算符 (a+i a
−
i )

和费米算符 (ci),
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此时系统的哈密顿量为
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然后通过傅里叶变换
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)
, (4)

可以得到系统的哈密顿量为
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通过波戈留波夫变换,
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如果我们假定如下的关系:
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最后得到对角化的结果
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同时得到
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3 三体自旋相互作用效应

为了方便研究该体系的几何相位,我们通过旋

转算符操作 Uφ =
M∏

j=−M

exp(iφσz
l /2),绕着 Z 轴旋

转 φ角度,可以得到新的哈密顿量 Hφ = UφHU+
φ .

因系统的能谱不依赖于 φ,所以哈密顿量 H 和 Hφ

描述的体系的临界性质是一样的. 利用文献的方法

可以计算该系统的几何相位
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M
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(9)

为了清楚地表达量子相变和几何相位的关系,在下

面的工作中, 我们引入了多体中的三体相互作用,

重点研究了几何相位及几何相位的导数随外界参

数的变化行为.

在图 1 中, 我们计算了该系统中几何相位 βg

和几何相位的一阶导数 dβg/dλ,随参量 λ和 α的

变化曲线. 我们知道当不存在三体相互作用时, 也

就是 α = 0, 对应着纯的 XY 自旋链系统模型, 朱

诗亮 [16,17] 计算了系统中几何相位 βg 和几何相位

的一阶导数 dβg/dλ, 研究结果发现几何相位的一

阶导数 dβg/dλ, 在整个 XY 自旋链模型中, 在量

子相变线 λc = 1, 几何相位的导数都出现奇异,表

现出非解析性特性,进一步求解了在临界点附近的

标度行为. 在我们的研究中, 由于多提中三体相互

作用的引入, 发现这个奇异点会发生明显的偏移.

我们首先假设三体相互作用大于 0 (α > 0), 跟纯

的 XY 自旋链模型相比较, 这个量子相变的区域

由临界线 |λ| = 1移动到线 |λ − α| = 1处,除此之

外,我们还发现了另外一条临界线,当 α > 1/2时,

λ = −α. 这个结果充分说明三体相互作用对基态

几何相位有着很明显的影响,从而进一步影响该系

统中的量子相变. 为了更清晰的描述这个结论, 我

们画出了二维的图形.
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图 1 几何相位 βg 以及几何相位的一阶导数 dβg/dλ,随参量 λ和 α的变化的图形 (N = 10001)
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图 2 几何相位 βg 以及几何相位的一阶导数 dβg/dλ,
在不同的三体相互作用下,随参量 λ的变化的图形 (N =

10001)
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图 3 几何相位的一阶导数 dβg/dλ, 在临界点附近
随参量 λ的变化曲线, α = 0.5, N = 101, 201, 1001,
5001, 10001. 随着系统尺寸 N 的增加,导数的尖峰高
度迅速增加

从图 2 中几何相位的导数计算, 我们看出几

何相位导数在临界点处表现出非解析的特性.

当 α = 0, λ = ±1, 正好对应纯的 XY 自旋链模

型的临界点；当 α = 0.5, λ = −0.5, 1.5,当 α = 1,

λ = 0, 2, −1,此时就出现了三个临界点. 不失一般

性, 比如取 α = 0.5处, 在不同系统尺寸 N = 101,

201, 1001, 5001, 10001时, 图 3展示了几何相位一

阶导数 dβg/dλ随外界参数的变化曲线.从图中可

以看出, 对于有限大小的系统, 该系统并没有完全

意义上的奇异点. 但是我们可以发现随着系统尺寸

变的越来越大,在不解析点处几何相位导数的数值

越来越高,并且最大值出现的位置会越接近系统中

的量子相变点.

4 结论和讨论

通过引入三体相互作用强度,研究该自旋链模

型中量子相变和几何相位的关系.结果发现三体相

互作用导致纯 XY 模型中的奇异点发生明显的偏

移. 不但平移相变点的位置,并且会出现新的临界

点. 研究结果充分说明了三体相互作用对基态几何

相位和量子相变有着很大的影响,有利于实验上用

几何相位去探测临界现象. 在冷原子等体系, 通过

控制光晶格中冷原子系统参数具有三体相互作用

的自旋链模型是可以实验实现,我们简单讨论一下

实验观察到此现象的可能性,在参数空间旋转一周

可以得到一个相位, 通过改变外参量, 给出这个相

位随外界参数的实验数据,用数据拟合的方法就可

以得到这个相位随参数的导数变化曲线,得到临界

点,从而进一步得到几何相位在临界点附近的标度.
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Abstract

In this paper, we diagonalize the Hamiltonian of the one-dimensional spin chain system with three-body interaction. Then we

solve geometric phase of ground state in the system through a rotating operation. By the numerical calculation of the geometric phase

and its derivative, we consider the three-body interaction effects on the geometric phase and quantum phase transition, the results show

that the geometric phase can be well used to characterize quantum phase transition in this system, and find that three-body interaction

not only can move the criticality region, but also can generate a new critical point.
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