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玻色 -爱因斯坦凝聚体中非线性相互作用对

量子共振棘流的影响*
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研究了玻色 -爱因斯坦凝聚体中非线性相互作用对量子共振棘流的影响.满足量子共振条件的周期驱动使得波

包在动量空间出现弹道扩散,当波包扩散具有特定方向时,系统就出现定向的动量流. 弱非线性相互作用下的冷原

子分成两簇,它们分别受到方向相反的稳定周期驱动力,以各自恒定的加速度沿相反方向运动.波包在动量空间的

扩散表现为两个稳定的沿相反方向运动的峰. 非线性相互作用的增强使得正方向运动的冷原子减少,负方向运动的

冷原子增加,从而系统的动量流减弱甚至反转. 当非线性相互作用足够强时,动量空间中的波包只有一个稳定的峰,

且峰值对应的动量不随时间变化. 此时冷原子受的周期驱动力为零,定向的动量流消失.
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1 引 言

系统所受外力做功总效果为零时,系统内粒子

的定向输运现象称为棘流 [1−5]. 棘流的产生机理在

分子马达 [6,7],生物输运 [8,9] 以及纳米科技 [10−12]

等前沿学科中具有广泛应用,因此研究粒子的定向

输运具有重要意义.棘流出现的原因是系统空间和

时间对称性破缺. 在经典动力学中规则区域和混沌

区域混合的相空间具有对称性破缺,这种情况也会

出现棘流 [13−16]. 在混沌动力学中典型的模型是受

外场周期 δ 驱动的转子 [17−19] (δ 表示驱动的持续

时间无穷小). 当驱动足够强时,转子的经典运动出

现混沌特征: 轨迹在相空间随机行走, 系统动能的

系综平均值随时间线性增长. 这种现象也称为经典

扩散.该系统的量子行为出现两种特征并且与经典

行为完全不同.当驱动周期与 4π的比值为无理数

时, 量子相干性抑制波包扩散, 也就是动力学局域

化现象.另外一种情况对应于驱动周期与 4π的比

值为有理数. 这时系统从外部驱动持续吸收能量,

动能平均值是时间的二次方函数. 波包这种形式的

扩散被称为弹道扩散,这种现象就是量子共振. 在

实验上用激光场囚禁的冷原子可以观察到这两种

量子特征 [20,21].

不同量子行为对动量棘流的影响是备受关注

的课题 [22−33]. 最近的研究表明; 动力学局域化抑

制混沌系统中的定向动量流 [27−30]. 在量子共振情

况中波包的弹道扩散有利于出现定向动量流. 最近

的研究表明: 在这种情况中具有空间非对称性的周

期驱动导致随时间线性增长的动量流 [32,33]并且动

量流的方向随驱动强度的变化周期改变 [34]. 更有

意义的是, 对于一些实验上可以制备的初始态, 空
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间对称性的驱动仍然导致定向的动量流 [35−37]. 这

些有趣的现象在玻色 - 爱因斯坦凝聚态 (BEC) 的

实验中已被证实. 在实验中用驻波激光场周期驱动

环形势中的 BEC 原子, 激光场的持续时间远远小

于 T ,因此周期驱动近似等效于 δ-kick [38−44]. 实验

上的进展促进了理论上研究非线性相互作用对定

向棘流的影响.最近的研究表明: 周期驱动环形势

中 BEC原子之间的相互作用能够导致定向的动量

流 [45,46].

本文研究了 BEC原子之间的相互作用对量子

共振动量流的影响,考虑的系统是环形势中周期驱

动的 BEC. 研究结果表明: 在弱相互作用下, 波包

在动量空间的分布有两个明显的峰值,它们对应的

动量随时间分别线性增长和减小. 这说明非线性相

互作用使得 BEC 原子分成两簇, 分别往正和负方

向运动.数值结果表明: 这两部分原子受到的周期

驱动力都是稳定值,分别大于和小于零. 因此这两

簇 BEC原子分别以恒定的加速度往相反方向运动.

它们的运动决定动量流的减弱和反转. 当相互作用

足够强时, 概率密度在动量空间只有一个峰, 自囚

禁的机理把绝大部分 BEC原子囚禁在动量空间的

一个格点上. 在这种情况中 BEC原子受到的驱动

力几乎为零,因而定向的动量流消失.

2 非线性作用下的定向动量流

考虑周期驱动 BEC被限制在一个环形势中,环

形势的半径为 R,环截面半径为 r,假设 r ≪ R,横

向运动可忽略不计,系统可近似成一维体系 [47−57].

BEC 的动力学由如下无量纲的非线性 GP 方

程描述:

i
∂

∂t
ψ(θ, t) =

[
− 1

2

∂2

∂θ2
+K cos(θ)δT

+ g|ψ|2
]
ψ(θ, t), (1)

其中 g =
8NaR

r2
表示非线性相互作用强度, N 是

总原子数, a是 s波散射强度, K 表示驱动强度, δT
表示为

∑
n δ(t − nT ), T 是驱动周期, θ 表示角度.

长度和能量的单位分别是 R 和
~2

mR2
. 波函数满

足归一化条件
∫ 2π

0
|ψ(θ, t)|2dθ = 1 和周期边界条

件 ψ(θ, t) = ψ(θ + 2π, t).

不考虑非线性相互作用时系统是周期驱动的

转子. 系统波函数可以用角动量算符的本征态展

开 |ψ⟩ =
∑+∞

n=−∞ ψn|n⟩. 在这种情况中波函数的
周期演化可以表示为 |ψ(t + T )⟩ = UKUf |ψ(t)⟩,其

中 Uf = exp
(−ip2T

2

)
和 UK = exp

[
− iK cos(θ)

]
分别是自由演化和驱动项演化算符.驱动项演化算

符可以用 Bessel函数展开

exp
[
− iK cos(θ)

]
=

+∞∑
n=−∞

(−i)nJn(K) exp(inθ), (2)

其中 Jn(K) 表示整数阶第一类 Bessel 函数. 利用

这个展开式我们可以得到 |ψ(t+T )⟩在动量空间的
表达式

ψn(t+ T ) =

+∞∑
m=−∞

(−i)n−mJn−m(K)

× exp

(
− i

m2T

2

)
ψm(t). (3)

Bessel 函 数 满 足 性 质: 当 |n − m| ≫ K

时 |Jn−m(K)| → 0. 因此驱动项只能耦合有限的本

征矢, 这就导致动力学局域化现象 [17]. 由方程 (3)

可以看到: T = 4π时相因子 exp
(
− i

m2T

2

)
= 1,

自由演化算符对波函数没有影响. 那么 N 个周期

后的波函数为 ψ(θ,NT ) = UN
K ψ(θ, 0). 在这种情况

中转子从周期驱动中持续吸收能量,动能平均值以

时间的二次方增长 ⟨E2⟩ ∝ t2. 这种现象就是量子

共振, 波函数这种形式的扩散被称为弹道扩散, 随

时间演化波包可以遍历整个动量空间. 一般情况下

系统的空间对称性导致波包对称扩散,系统内也就

不出现定向的粒子输运.

波包的持续扩散是出现定向输运的前提条

件.最近的理论和实验研究表明 [35]: 如果 BEC原

子的初态是 0 和 −1 动量本征态的叠加 |ψ⟩ini =
1√
2

[
|0⟩ + e iϕ| − 1⟩

]
,随着时间演化波函数在动量

空间出现定向的扩散, 并且扩散方向依赖于相因

子 ϕ. 这就表明了一种调控定向输运的方法. 实验

中制备这个初态的步骤是 [35]: 1)用 Bragg plus把

基态的 BEC原子激发成 0和 −1动量本征态的叠

加态; 2) 让系统自由演化一段时间得到相对相因

子 ϕ. 利用方程 (3),由 |ψ⟩ini 演化 N 个周期后的波

函数为

ψn(NT ) =(−i)nJn(NK)
1√
2

+ (−i)n+1Jn+1(NK)
1√
2
e iϕ, (4)
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其中 n表示第 n个动量本征值.这个本征值对应的

概率为

|ψn(NT )|2 =J2
n+1(NK)

1

2
+ J2

n(NK)
1

2

+ Jn(NK)Jn+1(NK) sin(ϕ). (5)

等式右边第三项是依赖于相因子 ϕ的干涉项.考虑

长时间演化 NK ≫ 1, Jn+1(NK) ≈ Jn(NK),

|ψn(NT )|2 = J2
n(NK)

[
1 + sin(ϕ)

]
. (6)

用相同的方法我们可以得到 −n动量的概率幅

|ψ−n(NT )|2 = J2
n(NK)

[
1− sin(ϕ)

]
(7)

从方程 (6) 和 (7) 可以看到: 当干涉项 sin(ϕ) 导

致 |ψn(NT )|2 增加时, |ψ−n(NT )|2 必定减小 [35].

因此调节相因子 ϕ可以控制波包在动量空间的扩

散,从而控制 BEC原子的定向输运. 图 1(a)中的数

值结果表明: 当 ϕ =
π

2
时波包随着时间演化往正

动量方向扩散,这与上面的分析相一致.

我们研究了非线性相互作用对波包定向扩

散的影响. 数值计算中用劈裂算符方法 [58] 积

分 GP 方程从而得到每个时刻波函数. 如图 1(b)

所示 g = 0.5 时概率密度在正动量出现一个明显

的峰值.这表明概率的有效值分布在很窄的动量区

间内. 实际上仔细观察可以看到, 波包在负动量也

有一个峰,但是该峰的概率远远小于正动量峰值的

概率. 比较不同时刻的动量分布可以发现, 随时间

增长左右两峰分别沿负和正方向运动.把图 1(a)与

图 1(b)相比较,我们看到 g = 0.5时波包右峰对应

的动量小于 g = 0的值.这表明: 非线性相互作用

抑制了波包扩散.有意义的是,如图 1(c)所示 g = 1

时, 波包左峰的概率幅甚至大于右峰的值.上述结

果充分证明: 非线性耦合导致 BEC原子分成两簇

分别沿相反方向运动.随着 g 值增加, 沿负方向运

动的 BEC粒子增多,正方向运动的 BEC粒子减少.

因此本来正向增长的动量流会减弱甚至反转后再

增长. 如图 1(d)所示非线性足够强时 (g = 2)概率

密度在动量空间只有一个峰值,并且该峰值的动量

不随时间改变. 绝大部分 BEC 原子囚禁在动量空

间的某一个格点正是自囚禁现象 [56,57,59−61]. 在这

种情况中定向的动量流消失.

我们把动量空间波包峰值的概率定义为 ρ =
p0+L∑

n=p0−L

|ψ|2n,其中 p0 表示峰值对应的动量, L是刻

画波包宽度的参量. 如图 2(a)所示: 对应于一个确

定的 g 值,左右两峰的概率随时间演化都很快趋于

渐近值.这说明波包的两个峰稳定存在. 我们还可

以看到: 随着 g值增加,左峰的概率增加,同时右峰

的概率减小. 这表明: 非线性相互作用导致了左峰

增长和右峰减小. 图 2(b)所示是峰值动量 p0 随时

间的变化. 我们看到: 对应于一个确定的 g 值, 右

峰的动量随时间线性增长,而左峰的动量线性减小.

这说明两簇 BEC 原子往相反的方向运动. 随着 g

值增加, 双峰动量的增加率 |p0/t| 都减小. 这充分

说明非线性相互作用的增加抑制波包扩散.当非线

性足够强时概率密度在动量空间的分布只有一个

明显的峰值. 如图 2(c) 所示, 对应于一个确定的 g

值,峰值的概率幅大于 0.6并且随时间演化稳定不

变.如图 2(d)所示这个单峰对应的动量不随时间改

变.这充分证明: 非线性足够强时绝大部分 BEC原

子囚禁在一个动量格点.
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图 1 (color online)动量空间的概率密度分布 (方形和圆形

符号分别对应 t = 50T 和 100T ) (a)—(d)分别对应: g = 0,

0.5, 1, 2 (其他参量的取值为K = 0.74, ϕ = π/2, T = 4π)

我们进一步研究了动量空间波包峰值对应的

周期驱动力 ⟨F ⟩ = −⟨K sin(θ)⟩. 非线性相互作用
比较弱时波包在动量空间有两个峰值.如图 3(a)所

示, 对应于一个确定的 g 值,双峰的平均力 ⟨F ⟩随
着时间演化都很快趋近于稳定值. 因此每个峰值

对应的 BEC 原子的加速度都是恒定值. 右峰对应
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的 ⟨F ⟩ 大于零, 这部分 BEC 原子往正动量加速运

动.左峰对应的 ⟨F ⟩小于零,这部分 BEC原子往负

动量加速运动, 这与图 2的结果相一致.周期驱动

力具有特定方向是 BEC 原子定向运动的根源, 这

与经典定向棘流的机理完全不同.经典棘流出现时,

外力的总效果为零也可以说外力没有特定的方向,

系统的时空对称性破缺是导致定向棘流的根本原

因.但是在量子共振条件下具有时间和空间对称性

周期驱动仍然导致定向的动量流 [35]. 非线性耦合

足够强时动量空间的概率密度分布只有一个峰,该

峰值固定在一个动量格点不随时间改变.如图 3(b)

所示, 这个峰对应的 ⟨F ⟩在零附近振荡, 对时间平

均后为零. 在这种情况中 BEC原子的加速度为零,

定向的动量流消失.
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图 2 (color online)动量空间波包峰值的概率 (ρ)和动量 (p0)随时间的变化. (a)和 (b): 实线和虚线分别对应左峰和

右峰,不同颜色对应不同 g值. g = 0.5(黑色), 0.8(红色), 1(蓝色). (c)和 (d): 对应比较强的非线性,此时波包在动量空

间只有一个峰. 其他参量的取值与图 1相同
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图 3 (color online) 动量空间波包峰值对应的平均力 ⟨F ⟩ (a) 实线和虚线分别对应左峰和右峰, 不同颜色对应不同 g

值.g = 0.6(黑色), 0.8(红色), 1(蓝色); (b)对应比较强的非线性,此时波包在动量空间只有一个峰. 其他参量的取值与图 1相同

3 结 论

本文研究了周期驱动环形势中 BEC原子之间

的相互作用对动量流的影响.在量子共振情况中波

包出现弹道扩散,随时间演化波包可以遍历整个动

量空间. 一般情况下系统的空间对称性导致波包对

称扩散,此时不会出现定向的粒子输运. 理论和实

验研究都表明 [35]: BEC实验中制备的特定初始波

函数在量子共振条件下出现定向扩散,系统出现定

向的动量流. 这种非对称的波包扩散是由 BEC原
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子物质波的相干性导致.本文的数值结果表明: 非

线性相互作用比较弱时,波包在动量空间的分布出

现明显的峰值.每个峰值对应的周期驱动力为稳定

值,因此对应每个峰值的 BEC原子被恒定加速,从

而导致定向的粒子输运. 非线性相互作用足够强时,

自囚禁机理导致绝大部分 BEC原子囚禁在动量空

间一个格点上. 波包在动量空间只有一个峰值,并

且该峰对应的周期驱动力为零. 此时 BEC原子的

加速度为零,定向的动量流消失.

[1] Feynmann R P 1966 The Feynman Lectures on Physics (Addison-

Wesley, Reading, MA)

[2] Kohler S, Lehmann J, Hänggi P 2005 Phys. Rep. 406 379

[3] Sun Y S 2009 Some Important Problems in Nonlinear Sciences

(University of Science and Technology of China Press) p463 (in

Chinese) [孙义燧, 2009非线性科学若干前沿问题 (合肥: 中国

科学技术大学出版社)第 463页]

[4] Reimann P 2002 Phys. Rep. 361 57

[5] Hänggi P, Marchesoni F 2009 Rev. Mod. Phys. 81 1

[6] Astumian R D 1997 Science 276 917

[7] Reimann P, Hänggi P 2002 Appl. Phys. A 75 169

[8] Dittrich T, Naranjo N 2010 Chem. Phys. 375 486
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Abstract

We investigate the effect of the nonlinear interaction on the quantum resonance ratchet for the periodically kicked Bose-Einstein

condensate that is realized on a ring. In the noninteracting case, the wave packet spreads asymmetrically in momentum space, leading

to a directed current. We show that for the weak nonlinear interaction, the probability density distribution in momentum space has

two peaks which linearly shift to ward positive and negative momentum, respectively. The force periodically acting on each peak is a

constant with time evolution. The competition between the motions of the two parts of cold atoms leads to the reduce or the revival of

the momentum current. For the strong nonlinearity, the momentum distribution has only one peak which does not shift with time. The

force on this peak is almost zero with time evolution, thus the directed current varnishes.
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