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混沌微扰导致的量子退相干*
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研究了无限深势阱内两个粒子的耦合导致的量子退相干和量子行为趋近于经典混沌运动的过程. 当一个粒子

的质量减小时,它对另外一个粒子经典混沌扩散的影响逐渐减小. 强混沌机理使得轻粒子的作用类似于噪声,从而

有效得抑制另外一个粒子的量子相干性. 轻粒子的退相干效应随着有效普朗克常数的减小逐渐增强. 在这个过程中,

另外一个粒子的量子扩散从动力学局域化行为逐渐过渡到经典极限.当有效普朗克常数足够小时,它的量子扩散与

经典混沌扩散相符合.该粒子的线性墒随时间演化迅速趋近于饱和值,并且饱和值随着有效普朗克常数减小以指数

函数形式从零趋近于 1.
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1 引 言

量子行为如何过渡到经典行为是物理学的一

个基础问题,从量子力学基本原理形成以来物理学

家对这个问题提出了各种解释. 退相干理论对量

子—经典过渡的解释被广泛接受 [1−4]. 该理论指

出:实际情况中物理系统与外界环境之间总是存在

相互作用. 这种不可避免的耦合可以破坏微观体系

的量子相干性,因而系统的量子行为出现经典特征.

通常以为环境自由度的数目越多,越容易导致系统

的退相干,例如 Caldeira-Leggett模型中环境由无穷

多个简谐振子组成 [5−9]. 该模型中环境的作用类似

于热库 (heat bath)对系统产生耗散效应,从而破坏

量子相干性. 最近的研究表明: 与一个粒子的耦合

足以导致系统的退相干.有意义的是: 当外部粒子

的经典运动是强混沌状态时,它导致的退相干效应

与热库相当 [10,11]. 这些研究加深了我们对量子—

经典过渡的认识: 1)外界环境的混沌动力学机理能

有效促进退相干; 2)环境自由度很少时足以抑制系

统的量子动力学特征 [12−14].

当外界环境包含的自由度很少时,它对系统的

经典运动的影响就会很小. 更有意义的研究表明:

即使外界扰动对系统的经典运动几乎没有影响,这

种微绕仍然导致系统的量子退相干. 例如, 这种微

绕可以破坏周期驱动转子的量子动力学局域化 [15],

抑制粒子在双势阱中的量子隧穿 [16]. 这些有意

义的研究结果对理解量子退相干非常重要. 在文

献 [15]中作者假设两个转子的相互作用强度正比

于有效普朗克常数 (ε ∝ ~),在半经典邻域 (~ → 0)

两个粒子的耦合趋近于 0,因而它们的经典运动互

不影响.文献 [16]中作者考虑的情况是两个耦合粒

子的质量相差几个数量级. 在经典运动中质量非常

小的粒子具有的能量远小于另外一个粒子的能量,

从而对重粒子的运动几乎没有影响.在实际物理系

统中子系统的质量不同是普遍现象,并且一般情况
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下一粒微尘对重物体的经典运动影响可以忽略.但

是这种类似于微尘的影响能够破坏波函数的量子

相干性,从而抑制体系的量子特征.

本文研究了与一个粒子的耦合导致的混沌系

统的退相干和量子 — 经典过渡. 考虑的系统是无

限深势阱内周期驱动的两个耦合粒子,相互作用势

是排斥势. 驱动足够强时, 粒子的经典运动出现强

混沌特征, 即轨迹在相空间随机扩散. 本文的研究

结果表明: 当排斥势的有效范围远远小于势阱宽度

时,随着其中一个粒子 (比方说粒子 2)质量的减小,

它对另外一个粒子 (粒子 1) 经典运动的影响逐渐

减小. 当它们的质量差别非常大时 (即 m2 ≪ m1),

粒子 1的经典混沌扩散几乎不受影响.由于粒子 2

的质量非常小,两个粒子之间的耦合足以导致它的

强混沌运动.这使得粒子 2相当于噪声, 从而有效

得促进粒子 1的退相干 [10,11]. 随着有效普朗克常

数 (~)减小,粒子 2的退相干效应逐渐增强. 在这个

过程中,粒子 1的量子扩散从动力学局域化行为逐

渐过渡到经典扩散.当 ~足够小时它的量子扩散与
经典极限相吻合.在粒子 2的影响下, 粒子 1的线

性熵随时间演化迅速趋近于饱和值,并且线性熵的

时间平均值以 ~的指数函数形式从零趋近于 1.

2 量子和经典混沌扩散

考虑无限深势阱内周期驱动的两个耦合粒子,

系统的哈密顿量为

H = H1 +H2 +HI (1)

其中

Hi =
p2i
2mi

+ V (xi) +Ki cos(xi)

×
∑
n

δ(t− nT ), i = 1, 2, (2)

V (xi) =

0, 0 < xi < L,

+∞, xi < 0, xi > L,
(3)

HI =ε exp
[
− λ(x1 − x2)

2
]
. (4)

其中 mi, xi, pi 分别表示粒子的质量, 坐标和动

量. Ki 和 T 分别表示驱动强度和周期, L 是势

阱宽度, ε 是耦合强度, ε > 0 表示排斥相互作

用, λ 控制 HI 的有效范围. 我们用劈裂算符方

法数值积分含时薛定谔方程从而得到任意时

刻的波函数. 初始波函数为 ψ(0) = ϕ1(0)ϕ2(0),

其中 ϕi(0) =
√
2/L sin

(πxi
L

)
表示第 i 个粒子

的基态. 数值计算经典运动方程时, 相空间轨

道 (p1, x1, p2, x2)的初值为 p1 = p2 = ~π
L , x1 和 x2

在 [0, L]内均匀取值.每条轨道的概率为 |ψ(0)|2 对
应于量子初态.

图 1 粒子 1的经典扩散 ⟨p21⟩ (实线表示未受外界影响的

经典扩散.参数取值为K1 = 1.8, m1 = 1, K2 = 0, λ = 10,

ε = 2, L = π)

无限深势阱边界的不连续性导致粒子的经典

运动不满足 KAM 理论. 驱动强度非常弱时, 经典

相空间出现网格结构, 轨迹沿网格扩散. 驱动足

够强时, 相空间是完全的混沌海 [17,18]. 有意义的

是: 随着驱动强度增加系统的准能级谱由 Possion

分布过渡到 Wigner 分布, 表明系统的量子动力学

行为具有退局域化特征 [18]. 经典强混沌运动特

征是粒子动量平方的系综平均值随时间线性增

长即 ⟨p2(t)⟩ = Dclt, ⟨· · · ⟩表示对相空间轨道的平
均, Dcl 是扩散系数依赖于周期驱动强度和势阱宽

度 L[19−21].事实上势阱的奇异性使得解析得到Dcl

的表达式非常困难 [18].

我们研究了不同质量的粒子 2 对粒子 1 经

典扩散 ⟨p21⟩ 的影响. 数值计算中粒子 1 的质量

为 m1 = 1, 对应的驱动强度为 K1 = 1.8, 这足以

保证它的经典运动处于强混沌区域. 当 m2 ≪ m1

时, 两个粒子的耦合很容易导致粒子 2 的经典混

沌运动.因此在数值计算中我们把粒子 2对应的驱

动强度设为零即 K2 = 0. 其他参数的取值为: 势

阱宽度 L = π, 耦合强度为 ε = 2, λ = 10. 此时

排斥势的有效作用范围约为 1/λ ≈ 0.1 远小于势

阱宽度,因此两个粒子的耦合等效于碰撞势. 我们
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用 4 阶 Runge-Kutta 方法数值积分经典运动方程,

每个周期分为 105 步, 轨道数目为 10000. 图 1 中

的结果表明: 粒子 1的 ⟨p21⟩随时间线性增长,这正

是经典混沌运动的特征 [19−21]. 当 m2 = 1时 ⟨p21⟩
随时间的增长明显快于未受扰动时的情况, 这表

明两个粒子的耦合促进了粒子 1 的经典扩散. 随

着 m2 减小, ⟨p21⟩逐渐接近于未受外界扰动时的值,

当 m2 = 0.001时相符合.这充分证明: 粒子 2对粒

子 1 经典运动的影响随 m2 而减小. 当 m2 ≪ m1

时粒子 2类似于一粒微尘,它对粒子 1经典运动的

影响就可以忽略.

经典扩散系数的定义是 Dcl = limt→∞
⟨p2cl⟩
t

,

由于 ⟨p2cl⟩ 在混沌状态中随时间线性增长, Dcl 可

以度量这种扩散行为. 与此类似, 我们可以把量子

扩散系数定义为 Dqm = limt→∞
⟨p2qm⟩
t

. 量子相

干性会抑制周期驱动粒子的经典混沌扩散, ⟨p2qm⟩
随时间的增长逐渐趋近于饱和值 (Dqm ∼ 0), 这

种现象就是动力学局域化 [18−21]. 在数值计算中,

当 m2 ≪ 1 时粒子 2 的基矢数目可以非常少, 例

如m2 = 0.001时粒子 1和 2的基矢数分别为 8192

和 64. 为了保证数值计算的精确性, m2 增加时粒

子 2 的基矢数也要增加. 我们数值计算了 500 个

周期的波函数演化, 从而得到粒子 1 的量子扩散

系数 Dqm. 图 2中的结果表明: 随着 ~ 的减小, 粒

子 1的 Dqm 从零逐渐增加到对应的经典极限 Dcl.

这表明: 粒子 1 的量子扩散从动力学局域化行为

逐渐过渡到经典混沌扩散.我们还可以看到: 在量

子 — 经典过渡的过程中, m2 越大粒子 1 的 Dqm

越大.这是因为随着 m2 的增加粒子 1受到的影响

增加, 它的经典扩散系数 Dcl 就随 m2 增长, 这与

图 1 中的结果相符合. 当粒子 1 不受外界影响时,

即使 ~非常小它的量子扩散与经典扩散演化足够
长时间 (tb ∼ ln)(1/h)后会出现差别.在实际情况中

系统与外界环境存在相互作用,体系的量子相干性

很容易被这种相互作用破坏,因而系统的量子行为

出现经典特征.

度量退相干的常用物理量是线性熵 SL =

1 − Tr1(ρ
2
1), 其中 ρ1 = Tr2(ρ12) 表示粒子 1 的

约化密度矩阵, Tr2(· · · )表示在整个系统的密度矩
阵 ρ12 中对粒子 2的自由度求迹. 如果两体系统的

量子态是纯态即粒子 1和 2之间没有纠缠,线性墒

为零 SL = 0. 当两个粒子的纠缠度最大时,粒子 1

的约化密度矩阵是最大混合态. 此时量子相干性

消失, 线性墒为 SL = 1 − 1/N , N 是粒子 1 的希

尔伯特空间的维度.从上面的结果我们看到: 经典

运动中可以忽略的扰动 (即 m2 = 0.001)能够导致

粒子 1的量子 -经典过渡.我们数值计算了这个过

程中粒子 1 的线性墒. 图 3(a) 表明: 粒子 1 的 SL

随时间演化迅速趋近于饱和值, 并且饱和值随 ~
的减小而增长, 这表明了退相干逐渐发生的过程.

当 m2 ≪ m1 时, 两个粒子的耦合足以导致粒子 2

的经典强混沌运动.理论研究表明经典混沌运动可

以促进退相干 [10−14]. 因此这个强混沌运动的微

小粒子在半经典邻域能够破坏粒子 1的量子相干

性. 我们进一步研究了线性熵的时间平均值 ⟨SL⟩t
对 ~的依赖关系.如果演化时间足够长, ⟨SL⟩t 将趋
近于 SL的饱和值.图 3(b)中的结果表明: 随着 ~的
增长, ⟨SL⟩t 以指数函数形式从 1迅速衰减到 0. 我

们还可以看到: ~固定时 m2 越大 ⟨SL⟩t 越大,原因

是粒子 2对粒子 1的影响随 m2 增长,这与图 2中

的结果相一致.在弱耦合 (ε ≪ 1)情况下,粒子 2的

经典运动随 K2 的增长会从规则行为过渡到混沌

状态. 此时我们就可以研究粒子 2 的经典运动特

征对退相干的影响.事实上 K2 的增加会促进线性

熵 SL 随时间的增长,即粒子 2的混沌运动能够有

效的导致退相干. 当 K2 足够强时 SL 的增长会渐

近不变,这时 SL 的增长速率正比于经典混沌运动

的 Lyapunov指数 [10−15].

图 2 粒子 1 的量子扩散系数 Dqm 随 ~ 的变化 (平行的

实线,虚线和点线表示经典扩散系数,分别对应于m2 = 1,

m2 = 0.01和m2 = 0.001. 其他参数取值与图 1相同)
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图 3 (a)粒子 1的线性熵 SL 随时间的变化,对应于m2 = 0.001; (b)线性熵的时间平均值 ⟨SL⟩t 随 ~的变化 (其他参数取值

与图 1相同)

3 结 论

本文研究了与一个自由度的纠缠导致的混沌

系统的退相干和量子－经典过渡. 考虑的模型是

无限深势阱内两个耦合粒子, 粒子间的相互作用

是 Gaussion排斥势. 对粒子的周期驱动足够强时,

它们的经典运动出现强混沌特征. 当排斥势的有效

作用范围远小于势阱宽度时,两个粒子的耦合非常

接近于碰撞势. 此时随着 m2 的减小, 粒子 2 对粒

子 1经典运动的影响逐渐减小,当 m2 ≪ m1 时这

种影响甚至可以忽略.由于m2非常小,两个粒子的

耦合足以导致粒子 2的经典强混沌运动.这使得粒

子 2类似于噪声,能有效得抑制粒子 1的量子相干

性. 随着 ~的减小,粒子 1的量子行为从动力学局

域化现象逐渐过渡到经典混沌扩散.在这个过程中,

粒子 1 线性熵的时间平均值以 ~ 的指数函数从 0

趋近于 1. 在实际物理系统中子系统的质量不同是

普遍现象,并且质量非常轻的粒子在一般情况下对

重物体的影响总是非常微弱. 因此本文的研究结果

对理解混沌系统的量子－经典过渡有一定的意义.
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Abstract

Via a system of two kicked particles that are coupled in an infinite square well, we numerically show that the interaction with a

particle of very small mass is able to lead to a quantum-to-classical transition on condition that the corresponding classical dynamics is

almost unaffected. With the decrease of the mass of one of the particles, its effect on the classical dynamics of the other one decreases.

Such an effect is even negligible if the mass of the particle is small enough. The classically chaotic dynamics of this small particle is

effective for promoting the decoherence of the heavy particle. Therefore its quantum behavior exhibits the transition from the dynamical

localization to the classically chaotic diffusion with the decrease of the effective Planck’s constant ~. Under the perturbation from the

small particle, the linear entropy is rapidly saturated as time passes by. With the decrease of ~, the time-averaged linear entropy

exponentially increases from zero to almost unity.
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