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利用热平衡态超导电荷量子比特实现量子隐形传态*
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本文利用处于热平衡态的两个相同超导电荷量子比特纠缠态作为量子隐形传态的信道,给出标准量子隐形传

态协议下传递单量子比特态和两量子比特态的纠缠以及非标准协议下传递单量子比特态时平均保真度的解析表达

式,研究其随温度、约瑟夫森能等系统参数的变化情况. 计算结果表明,在标准量子隐形传态协议下传递两量子比

特之间的纠缠以及非标准量子隐形传态协议下传递单量子比特态时可以实现接近理想的量子隐形传态.
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1 引 言

作为量子纠缠特性的典型应用,量子隐形传态

理论方案自 1993 年由 Bennett 等 [1] 提出以后, 就

引起了广大理论物理学家和实验物理学家的兴趣.

量子隐形传态可以利用两个分隔两地的纠缠粒子

和局域操作将未知量子态以优于任何经典协议的

保真度传送给接收者,此方案先后在光子比特 [2−4]

和原子比特 [5,6]中实现.

超导电荷量子比特是利用超导约瑟夫森结系

统的量子特性制成的人造量子体系,其最大的优点

是具有良好的可集成性和广泛的可设计性 [7]. 近

年来,超导量子电路在量子信息科学中应用的报道

有很多 [8−11]. 对各种超导电荷量子比特系统纠缠

特性的研究更是不胜枚举 [12−17]. 比如文献 [12]研

究了一个约瑟夫森结耦合两个超导电荷量子比特

系统的纠缠特性;文献 [14]研究了两个电荷量子比

特耦合纳米机械振荡器系统的量子纠缠的产生和

演化; 文献 [15] 研究了两个超导电荷量子比特与

固定电容器耦合系统的量子纠缠特性, 结果显示,

在 20 mK的低温情况时两个完全相同的电荷量子

比特纠缠度的最大值可以达到 0.9, 而两个不同的

电荷量子比特纠缠度只能达到 0.1, 这说明相同的

两个电荷量子比特具有更加丰富的纠缠资源. 还有

文献 [16,17]研究了超导电荷量子比特与耗散腔耦

合时纠缠的演化. 同时利用超导电路实现信息的传

输和量子隐形传态的方案也相继被提出 [18−21]. 例

如文献 [18]研究了利用相位量子比特实现量子态

传输的方案;文献 [20]报道了利用超导电路实现标

准量子隐形传态的方案.

本文利用具有丰富纠缠资源的两个相同超导

电荷量子比特纠缠态作为量子隐形传态信道,研究

标准和非标准量子隐形传态协议下,平均保真度的

解析表达式及其受温度和约瑟夫森能等系统参数

的影响.计算结果表明,适当调整温度等系统参数,

在标准量子隐形传态协议下传递两比特量子纠缠

态以及非标准量子隐形传态协议下传递单比特量
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子态时,隐形传态的平均保真度可以接近最大值 1.

这说明在不同量子隐形传态协议下,选取与实验条

件相符的系统参数,利用热平衡态的两个相同超导

电荷量子比特纠缠态作为量子信道可以实现接近

理想的量子隐形传态.

2 与固定电容耦合的两个相同电荷量

子比特系统模型

超导电荷量子比特一般由超导库伯对

盒 (Cooper-pair box)、约瑟夫森结和超导电极三

部分组成. 为了使两个电荷量子比特之间产生相互

作用,最简单的方法就是用电容直接将两个电荷量

子比特连接起来. 由于易于实现两个电荷量子比特

间的强耦合,此系统已经在实验和理论上得到普遍

关注 [15,22,23], 其中 Qin等对此系统的纠缠特性做

了较为全面的研究.这时系统具有 σi
z ⊗ σj

z 形式的

哈密顿量 [15]:

H =− 1

2

{[
4EC1

(
1

2
− ng1

)

+ 2Em

(
1

2
− ng2

)]
σz1

+

[
4EC2

(
1

2
− ng2

)

+ 2Em

(
1

2
− ng1

)]
σz2

+ EJ1σx1 + EJ2σx2 − 2Emσzz

}
, (1)

其中 ECj 和 EJj 分别是第 j 个量子比特的约瑟夫

森充电能和约瑟夫森能, Em 是两个量子比特间的

耦合能; σx1 = σx ⊗ I , σx2 = I ⊗ σx, σz1 = σz ⊗ I ,

σz2 = I ⊗ σz , σzz = σz ⊗ σz , 其中 σx, σz 是泡利

矩阵, I 是单位矩阵; ngj = CgjVgj/2e, Cgj , Vgj 分

别是第 j 个量子比特的门电容和门电压. 我们除

了选取电荷量子比特对外界噪声不敏感的能级简

并点 ng1 = ng2 = 1/2外, 还选取相同的两个电荷

量子比特作为研究对象, 这是因为相同的两个电

荷量子比特比不同的两个电荷量子比特具有更加

丰富的纠缠资源 [15]. 此时有 EC1 = EC2 = EC,

EJ1 = EJ2 = EJ,则系统哈密顿量为

H = −1

2
(EJσx1 + EJσx2 − 2Emσzz). (2)

以上哈密顿量的本征值为 E1,2 = ±Em, E2,3 =

±√
µ, µ = E2

m + E2
J ,对应的本征矢分别为

|ψ1⟩ =
1√
2
(|11⟩ − |00⟩),

|ψ2⟩ =
1√
2
(|01⟩ − |10⟩),

|ψ3⟩ =
1

N−
[(|11⟩+ |00⟩) +

Em −√
µ

EJ
(|01⟩+ |10⟩)],

|ψ4⟩ =
1

N+
[(|11⟩+ |00⟩) +

Em +
√
µ

EJ
(|01⟩+ |10⟩)].

其中 N±是归一化常数.

当系统处在热平衡态时, 密度矩阵为 ρ(T ) =

e−βH/Z,其中 β = 1/kT , k 为波尔兹曼常数, T 为

温度, H 为系统的哈密顿量, Z = Tr[ e−βH ]是系统

的配分函数. 对于我们所选取的系统,有

ρ(T ) =
1

4ς+


ς+ − η− τ τ ς− − η−

τ ς+ + η+ ς− + η− τ

τ ς− + η− ς+ + η+ τ

ς− − η− τ τ ς+ − η+


(3)

其中

ς± = ± cosh
Em

kT
+ cosh

√
µ

kT
,

τ =
Em sinh

√
µ

kT√
µ

, η± = ± sinh
Em

kT
+ τ.

3 传递单比特量子态时的平均保真度

3.1 标准量子隐形传态协议下传递单比特

量子态的平均保真度

我们在标准量子隐形传态协议下, 使用以上

两个超导电荷量子比特的热平衡态作为信道传

递任意单粒子纯态. 被传输的任意未知单粒子纯

态在布洛赫球上可表示为: |φ⟩in = cos(θ/2)|0⟩ +
eiφ sin(θ/2)|1⟩, 其中极化角 0 6 θ 6 π, 方位

角 0 6 φ 6 2π. 经过量子信道后的输出态可表

示为 [24]

ρout =

3∑
i=0

Tr[Eiρ(T )]σ
i|ϕ⟩in⟨ϕ|σi, (4)

其中 E0 = |Ψ−⟩⟨Ψ−|, E1 = |Φ−⟩⟨Φ−|, E2 =

|Φ+⟩⟨Φ+|, E3 = |Ψ+⟩⟨Ψ+|, 而 |Ψ±⟩, |Φ±⟩ 为 Bell
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态: |Ψ±⟩ = 1/
√
2(|01⟩ ± |10⟩), |Φ±⟩ = 1/

√
2(|00⟩ ±

|11⟩). 计算可得输出态为

ρout =


Γ+

4ς+
√
µ

Ω−

∆
Ω+

∆

Γ−

4ς+
√
µ

 , (5)

其中

Γ± =± (3 cos θ ∓ 1)Em sinh

√
µ

kT
+

(
2 cosh

Em

kT

∓ (cos θ ∓ 3) cosh

√
µ

kT
± 2 cos θ sinh

Em

kT

)
√
µ,

Ω+ =e−iφ sin θ

[
e

Em
kT ( e2iφ − 1)Em sinh

√
µ

kT

+
√
µ

(
e2iφ + e2

Em
kT − e

Em
kT (1 + 2 e2iφ)

× cosh

√
µ

kT

)]
,

Ω− =e−iφ sin θ

[
− e

Em
kT ( e2iφ − 2)Em sinh

√
µ

kT

+
√
µ

(
1 + e2iφ+2Em

kT − e
Em
kT (2 + e2iφ)

× cosh

√
µ

kT

)]
,

∆ =2

(
1 + e2

Em
kT + 2 e

Em
kT cosh

√
µ

kT

)
√
µ.

保真度描述量子隐形传态中信息丢失或是保

存的多少,其定义为

F = in⟨ψ|ρout|ψ⟩in, (6)

F 的取值范围是 [0, 1],其中 F = 0表示被传送的量

子态完全失真; F = 1表示输出态和输入态是完全

一样的,信息没有丢失.通过计算,我们可以得到此

时的保真度为

F1 =
{
2(cos 2θ + cos 2φ sin2 θ)Em sinh

√
µ

kT

− 2 e−2iφ(cos 2φ+ i
√
µ sin 2φ)

×
[
cosh

√
µ

kT
(cos 2φ sin2 θ − 1)− e

Em
kT

×
(
e2

Em
kT + cos2 φ sin2 φ

)]}−1
/

(4ς+
√
µ),

下标 1表示传递单量子态的保真度.由于量子隐形

传态的输入态是完全未知的,可以处于任意的可能

态,所以计算包括所有可能被传输态的平均保真度

更能准确地度量量子信息的传送质量 [25,26]:

F̄ =

∫
F dψin =

1

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

F sin θdθ. (7)

根据 (7)式可以得到标准隐形传态协议下传递

单量子态时的平均保真度为

F̄ =
4 cosh

Em

kT
+ 3 cosh

√
µ

kT
+ 2 sinh

Em

kT
− τ

6ς+
.

(8)

上式说明平均保真度与温度 T 和约瑟夫森

能 EJ 有关. 不失一般性, 可以设两个电荷量子比

特间的耦合能 Em 为能量单位 1,并取波尔兹曼常

数 k = 1. 此时可以认为 Em/k = 1,单位是 mK.为

简单起见,以下内容中我们将省略 Em 和 EJ 的单

位,只写数值大小. 平均保真度随温度 T 和约瑟夫

森能 EJ变化的关系如图 1所示.

从图 1中可以看到,此时的量子隐形传态没有

显示出相对于经典情况的优越性,平均保真度的值

均小于 2/3 (经典情况下的最大保真度). 图 1(a) 表

明: 当温度一定时, 平均保真度随着约瑟夫森能先

减小后增加, 最终趋于稳定值.虽然平均保真度不

会超过 2/3,但是从图 1(b)中我们发现,随着温度的

升高平均保真度逐渐变大.在一般情况下, 纠缠度

会因为热涨落的增大而减小. 因此可以得出结论:

在这种情况下,平均保真度和纠缠度不成正比关系.

平均保真度随温度和约瑟夫森能的变化的三维图

如图 1(c)所示.

3.2 非标准量子隐形传态协议下传递单比

特量子态的平均保真度

非标准量子隐形传态协议下传递单比特量

子态情况将会有所不同. 此时 E′
0 = |Π−⟩⟨Π−|,

E′
1 = |Λ−⟩⟨Λ−|, E′

2 = |Λ+⟩⟨Λ+|, E′
3 = |Π+⟩⟨Π+|,

其中 |Π±⟩ = 1/
√
2( eiγ |01⟩ ± |10⟩), |Λ±⟩ =

1/
√
2( eiγ |00⟩ ± |11⟩), γ 是作为量子信道的两个

电荷量子比特间的相位角. 根据 (4), (6), (7)式, 可

以得到此时的平均保真度为

F̄ ′
1 =

(1− 3 cos γ) sinh

√
µ

kT
Em +

(
(7 + cos γ) cosh

Em

kT
− (cos γ − 7) cosh

√
µ

kT
+ (1 + 3 cos γ) sinh

Em

T

)√
µ

12ς+
√
µ

.
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图 1 标准量子隐形传态协议下两个相同电荷量子比特传

递单比特量子态时的平均保真度 (a)不同温度下平均保真

度随约瑟夫森能的变化; (b)不同约瑟夫森能下平均保真度

随温度的变化; (c)平均保真度随温度和约瑟夫森能变化的

三维图

可以看出这种情况下的平均保真度除了受温

度和约瑟夫森能的影响外还会受到相位角 γ 的

控制. 从图 2 中我们可以看到当 γ = π 时平均

保真度取得最大值, 因此在以下的计算中我们均

取 γ = π.

图 3 给出了非标准量子隐形传态协议下平均

保真度随各个变量之间变化的关系.图 3(a)是当温

度一定时, 平均保真度随约瑟夫森能的变化情况.

从图中我们可以看出,平均保真度始终大于 2/3,说

明此时的量子隐形传态优于经典情况. 在温度一

定的情况下,平均保真度随着约瑟夫森能的增加迅

速增至最大值然后缓慢的趋于稳定值. 图 3(b) 是

当电荷量子比特的约瑟夫森能一定的情况下,平均

保真度随温度的变化情况. 结果显示随着约瑟夫

森能的增加, 平均保真度的最大值逐渐减小. 从解

析结果不难发现,在 T = 1 mK, EJ = 0.2时,平均

保真度为 0.99. 众所周知, 超导电荷量子比特工作

在充电区极限下,要求其约瑟夫森能要远小于充电

能 [11]. 另外, 实验上实现该方案所需要的温度也

是比较低的 [27]. 我们的计算结果表明较小的约瑟

夫森能以及较低的温度恰好给出了较高的平均保

真度.平均保真度随温度和约瑟夫森能变化的关系

如图 3(c)所示,从图中我们可以非常容易地找出较

高的平均保真度所对应的温度和约瑟夫森能的取

值范围.

图 2 当温度和约瑟夫森能给定时, 平均保真度随相位角

的变化情况

4 用标准量子隐形传态协议传递两个

量子比特间纠缠的平均保真度

标准量子隐形传态协议下传递两量子比

特间的纠缠, 实际就是两量子比特纠缠态的部

分量子隐形传态 (partial teleportation of entangle-

ment). 此时输入态是两量子比特的纠缠态 |Ψ⟩in =

cos(α/2)|01⟩+ eiβ sin(α/2)|10⟩,极角和相位角的取
值范围分别为 0 6 α 6 π, 0 6 β 6 2π. 通过纠缠转

移的过程,输出态可以表示为 [24,28]

ρout =
∑
ij

pij(σi ⊗ σj)ρin(σi ⊗ σj), (9)

其中 pij = Tr[Eiρ(T )]Tr[Ejρ(T )],
∑

ij pij = 1,

ρin = |Ψ⟩in⟨Ψ |这 里的Ei (i = 0, 1, 2, 3)与标准
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图 3 非标准量子隐形传态协议下两个相同的电荷量子比

特传递单比特量子态时的平均保真度 (a)不同温度下平均

保真度随约瑟夫森能的变化情况; (b)不同约瑟夫森能下平

均保真度随温度的变化情况; (c)平均保真度随温度和约瑟

夫森能变化图

量子隐形传态协议下传递单比特量子态时一

致. 通过计算我们可以得到此时的平均保真度为

F̄2 =
E2

J [A+B + E2
m(A+ C)]

6ς2+µ
3/2

.下标 2表示传递两

量子比特间的纠缠,并且有

A =2 sinh

√
µ

kT
Em

(
cosh

√
µ

kT
+ sinh

Em

kT

)
,

B =

(
2

(
cosh

2Em

kT
+ cosh

√
µ

kT
ς+

)
,

C =

(
2

(
cosh

2Em

kT
+ cosh

√
µ

kT
cosh

Em

kT

)
+ sinh

2Em

kT

)
√
µ.

图 4 给出了在标准量子隐形传态协议下传递

两比特间纠缠时,平均保真度随温度和约瑟夫森能

图 4 标准量子隐形传态协议下两个相同的电荷量子比特

传递两比特量子纠缠的平均保真度 (a)不同温度下平均保

真度随约瑟夫森能的变化情况; (b)不同约瑟夫森能下平均

保真度随温度的变化情况; (c)平均保真度随温度和约瑟夫

森能变化关系
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的变化情况. 当温度一定时, 平均保真度随约瑟夫

森能的变化情况如图 4(a) 所示. 从图中我们可以

看出, 在温度一定的情况下, 平均保真度随着约瑟

夫森能的增加先增加至最大值然后逐渐趋于稳定

值; 当温度升高时, 平均保真度的最大值会减小.

这与两个电荷量子比特纠缠的变化情况类似 [15],

说明此时平均保真度与电荷量子比特间的纠缠度

成正比. 当约瑟夫森能一定时, 平均保真度随温

度的变化情况如图 4(b) 所示. 从图中我们可以看

出当约瑟夫森能一定时, 平均保真度随着温度的

增加迅速的减小, 然后缓慢的增加至有限值后又

减小; 随着约瑟夫森能的增加, 平均保真度的最大

值将会减小. 平均保真度随温度和约瑟夫森能变

化的关系如图 4(c) 所示. 从图 4(c) 可以看出低温

及较小的约瑟夫森能有助于提高平均保真度. 根

据数值计算, 当 T = 1 mK, EJ = 0.2 时, 平均保

真度为 0.98, 接近理想量子隐形传态的平均保真

度 1. 同样, 这些参数值也恰好符合实验所需要的

条件.

5 结 论

本文利用处于热平衡态下的两个相同超导电

荷量子比特纠缠态作为量子隐形传态信道,给出平

均保真度的解析表达式,讨论了在不同量子隐形传

态协议下传递单比特量子态和两比特量子态间的

纠缠时, 各系统参数对平均保真度的影响.结果表

明,在标准量子隐形传态传递单比特量子态的情况

下,平均保真度最大值为 2/3,没有表现出比经典协

议更加优越的性质. 但是在此协议下传递两比特之

间的纠缠时, 适当调整温度和约瑟夫森能,平均保

真度的最大值可以达到 0.98. 在非标准量子隐形传

态协议下,相位角对平均保真度起到了一定的制约

作用. 选择适当的相位角 (γ = π)和其他系统参数,

平均保真度的最大值可以达到 0.99. 这说明利用热

平衡状态下的两个相同且相互耦合的电荷量子比

特作为隐形传态信道理论上可以实现接近理想的

量子隐形传态. 而且,此时的温度和约瑟夫森能恰

好符合该方案的实验条件.
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Abstract

Is this paper we mainly investigate the effects of the temperature and Josephson energy on teleportation of one qubit state in both

the standard and the non-standard protocols as well as the partial teleportation of an entangled state under the standard protocol via

two identical superconducting charge qubits in thermal equilibrium as the teleportation channel, and give the analytical expression of

the average fidelity. Our results show that the teleportation of one qubit state in non-standard protocol and the partial teleportation

of entanglement in standard protocol can be almost perfect, indicating that quantum teleportation, with using superconducting charge

qubits in thermal equilibrium as a quantum channel, is feasible in theory.
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