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2 ��������������

���	��
�	��	�����	�

���. �	�������������		
	������
����, ���	�	
��
��

E =
1
2
J1θ̇

2
1 +

1
2
J2θ̇

2
2, (1)

U =
1
2
k1(θ1 − θ2)2 +

1
4
k2(θ1 − θ2)4. (2)

����
F c

1 = −c(θ̇1 − θ̇2), (3)

F c
2 = −c(θ̇2 − θ̇1). (4)

�����

Qj =
2∑

i=1

F i
i

∂θi

∂qj
(j = 1, 2), (5)
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�	, Ji ����	����	��, θi, θ̇i ���
���	�����	��, k1 ��������
�, k2����������, c��������
	, F i

i = Fi +F c
i , Fi���	��, F c

i �����
���, q�����.

� (1)—(5) �	�����	�������
d
dt

∂E

∂q̇j
− ∂E

∂qj
+

∂U

∂qj
= Qj (j = 1, 2), (6)

�

J1θ̈1 + k1(θ1 − θ2) + k2(θ1 − θ2)3

+ c(θ̇1 − θ̇2) = F1, (7)

J2θ̈2 + k1(θ2 − θ1) + k2(θ2 − θ1)3

+ c(θ̇2 − θ̇1) = F2. (8)

�	�	��	�������, � (7) �
� (8)

�, �
ẍ + ω2

0x + βx3 + αẋ = F (t), (9)

�	, x = θ1 − θ2, ẋ = θ̇1 − θ̇2, ẍ = θ̈1 − θ̈2,

ω2
0 =

J1 + J2

J1J2
k1, β =

J1 + J2

J1J2
k2, α =

J1 + J2

J1J2
c,

F (t) =
1

J1J2
(J2F1 − J1F2).

�			���	��
�������

F (t) = f1 cos(Ω1t) + f2 cos(Ω2t). (10)

� (10) �	� (9) �, �

ẍ + ω2
0x + βx3 + αẋ

=f1 cos(Ω1t) + f2 cos(Ω2t). (11)

�� (11) �
������������	��
��������
��������	���
	����, 
��������	��	���
����.

3 ��������

3.1 ������������

�	���	�������, 
���	 ε,

	 (11) ����

ẍ + ω2
0x + εβx3 + εαẋ

=f1 cos(Ω1t) + f2 cos(Ω2t). (12)

����
�����������
����
�, ��� (12) ���

x(t, ε) = x0(T0, T1) + εx1(T0, T1), (13)

�	, 	����� T0 = t, ������ T1 = εt.

� (13) �	� (12) �, � ε �
���	�
, �
�
��	��:

D2
0x0 + ω2

0x0 = f1 cos(Ω1t) + f2 cos(Ω2t), (14)

D2
0x1 + ω2

0x1 = −2D0D1x0 − αD0x0 − βx3
0, (15)

�	, D0 = ∂/∂T0, D2
0 = ∂2/∂T 2

0 , D1 = ∂/∂T1. �
�� (14) ����

x0 =A(T1) exp(iω0T0) + Λ1 exp(iΩ1T0)

+ Λ2 exp(iΩ2T0) + c.c., (16)

�	, Λn =
1
2

fn

ω2
0 − Ω2

n

, (n = 1, 2), c.c. 	
��


	���	.

� (16) �	� (15) �, �

D2
0x1 + ω2

0x1

= − [iω0(2A′ + αA) + 3β(A2Ā + 2AΛ2
1 + 2AΛ2

2)]

× exp(iω0T0)

− [iΩ1α + 3β(2AĀ + Λ2
1 + 2Λ2

2)]Λ1 exp(iΩ1T0)

− [iΩ2α + 3β(2AĀ + 2Λ2
1 + Λ2

2)]Λ2 exp(iΩ2T0)

− βA3 exp(3iω0T0)

− βΛ3
1 exp(3iΩ1T0) − βΛ3

2 exp(3iΩ2T0)

− 3βA2Λ1 exp[i(2ω0 + Ω1)T0]

− 3βA2Λ2 exp[i(2ω0 + Ω2)T0]

− 3βA2Λ1 exp[i(2ω0 − Ω1)T0]

− 3βA2Λ2 exp[i(2ω0 − Ω2)T0]

− 3βAΛ2
1 exp[i(ω0 + 2Ω1)T0]

− 3βAΛ2
2 exp[i(ω0 + 2Ω2)T0]

− 3βAΛ2
1 exp[i(ω0 − 2Ω1)T0]

− 3βAΛ2
2 exp[i(ω0 − 2Ω2)T0]

− 6βAΛ1Λ2 exp[i(ω0 + Ω1 + Ω2)T0]

− 6βAΛ1Λ2 exp[i(ω0 − Ω1 − Ω2)T0]

− 6βAΛ1Λ2 exp[i(ω0 − Ω1 + Ω2)T0]

− 6βAΛ1Λ2 exp[i(ω0 + Ω1 − Ω2)T0]

− 3βΛ2
1Λ2 exp[i(2Ω1 + Ω2)T0]

− 3βΛ2
1Λ2 exp[i(2Ω1 − Ω2)T0]

− 3βΛ1Λ
2
2 exp[i(Ω1 + 2Ω2)T0]

− 3βΛ1Λ
2
2 exp[i(−Ω1 + 2Ω2)T0] + c.c.. (17)

� (17) ���, ���	������
��
���, �� Ω2 > Ω1, �����
���


1) ω0 ≈ 3Ω1, 3Ω2, ����;
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2) ω0 ≈ 1
3
Ω1,

1
3
Ω2, ����;

3) ω0 ≈ Ω2 ± 2Ω1, 2Ω1 − Ω2, 2Ω2 ± Ω1,
1
2
(Ω2 ± Ω1), ����.

�
��, ��������, ���	��
��
���
��������, ���
��
����������, 	

�������	
����

.

��� ω0 ≈ 1
2
(Ω2 + Ω1)��, �����	

��������.


����	 σ, �

ω0 =
1
2
(Ω2 + Ω1) − εσ. (18)

�� (17) �, �
��	, �

iω0(2A′ + αA) + 3β(A2Ā + 2AΛ2
1 + 2AΛ2

2)

+ 6βĀΛ1Λ2 exp(i2σT1) = 0. (19)

�
A =

1
2
ρ exp(iγ). (20)

� (20) �	� (19) �, ����	��, �

ρ′ = −1
2
αρ − βρΓ1 sin δ, (21)

ρδ′ = (2σε − 2βΓ2)ρ − 3
4

βρ3

ω0
− 2βρΓ1 cos δ, (22)

�	

Γ1 =
3

4ω0

f1f2

(ω2
0 − Ω2

1)(ω2
0 − Ω2

2)
,

Γ2 =
3

4ω0

[
f2
1

(ω2
0 − Ω2

1)2
+

f2
2

(ω2
0 − Ω2

2)2

]
,

δ = 2σT1 − 2γ.

������ ρ′ = δ′ = 0, �� (21) �	 (22)

�	� δ, �����������

ρ4 + η2 + λ1ρ
2 + λ2 = 0, (23)

�	

η =
8ω0

3β
(σε − βΓ2),

λ1 = − 16
3β

(
σε − βΓ2

)
,

λ2 =
(16

9
α2

β2
− 64

9
Γ 2

1

)
ω2

0 .

�����
����� (23) �

��, �
� g0(ρ, η) = ρ4 + η2, ��������	� 5 �
��
� [32]

G(ρ, η, α0, α1, α2, α3, α4)

=ρ4 + η2 + α0ρ
2η + α1ρη

+ α2ρ
2 + α3ρ + α4, (24)

�	, α0, α1, α2, α3, α4 

��	.

�� (23) �, ����� α0 = α1 = α3 = 0 �
��, 
���
�

G(ρ, η, α2, α4) = ρ4 + η2 + α2ρ
2 + α4. (25)

��������, � G = Gρ = Gη = 0 �,

�������� B1 = {α4 = 0}, B2 =
{
α4 =

1
4
α2

2, α2 < 0
}

; � G = Gρ = Gρρ = 0 �, ����
���� H = {α2 = 0, α4 � 0}; �������
� D = ϕ(��) ; ���� Σ = B1 ∪ B2 ∪ H .

3.2 ������������

� (11) �	, � ẋ = y, �	���		���
������, 
���	 ς , 	 (11) ����

ẋ =y

ẏ = − ω2
0x − βx3 + ς(−αy + f1 cos(Ω1t)

+ f2 cos(Ω2t)). (26)

� ς = 0 �, ����	��, �

ẋ = y, ẏ = −ω2
0x − βx3. (27)

�� 1 � β > 0 �, �������	�, �
��� (0, 0), 
��	���������	, �
��Smale��������.

�� 2 � β < 0 �, ������	�, �

�� (0, 0) 	��
(
±
√
−ω2

0

β
, 0
)


��	����� Hamilton ��, ���
��

H(x, y) =
1
2
y2 +

1
2
ω2

0x
2 +

1
4
βx4. (28)

����

(
±
√
−ω2

0

β
, 0

)
��������, �

��

H

(
±
√
−ω2

0

β
, 0
)

=
1
2
y2 +

1
2
ω2

0x2 +
1
4
βx4

= − 1
4

ω4
0

β
. (29)

�� (29) �, ���������

x(t) = ±
√
−ω2

0

β
tanh

(√
ω2

0

2
t

)
,
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y(t) = ± ω2
0√−2β

sech2

(√
ω2

0

2
t

)
. (30)

��Melnikov�	���, ���	�
, ��
�����Melnikov�	�

M (t0) =
4
3

αω3
0

β
±
√
− 2

β
π

[
f1Ω1 cos(Ω1t0)

× csch
(√

2
2

πΩ1

ω0

)
+ f2Ω2 cos(Ω2t0)

× csch
(√

2
2

πΩ2

ω0

)]
. (31)

��	 f1 = f2 = f ��
, ��Melnikov�
, �
��	����Smale�����������

f >−4
3

αω3
0

β

{√
− 2

β
π
[
Ω1 csch

(√2
2
πΩ1

ω0

)

+ Ω2 csch
(√2

2
πΩ2

ω0

)]}−1

. (32)

4 ���������

�������, �� Lyapunov �	, ��
�	 Poincare 	��

�	�������
����	������	����. ��	
�Runge-Kutta�����	�� (26) ���	�
�
, ����	 ω0 = 1, Ω1 = 1, Ω2 = 2.

4.1 ������������������������������������������������

� α = 2.5, β = −1 �, ����		���
����, �����	��������	�
�� Lyapunov �	�, 
� 1 	� 2 
�. ��
	����, ��		�������, ����

����������	. �
�		� (32) �,

� Melnikov �������	�
���� 2.81,

�� Melnikov ����������
����

��, 	�����������
��.

4.2 ������������������������������������

� β = −1, f = 3.25 �, ��������
�, �����	��������	��� Lya-

punov �	�, 
� 3 	 4 �
�. ��	���
�, �����
�, ������������
��	. 
���������, ���	���
���������.

4.3 ������������������������������������

� α = 2.5, f = 3.25 �, ��������
�, �����	��������	��� Lya-

punov �	�, 
� 5 	� 6 
�. ��	���
�, �������, ������������
��	. 
���������, ���	���
���������.

����������	�������,

� 7, � 8, � 9 	� 10 ��������Poincare

	��������	 Lyapunov �	�
���
�	��� α = 2.5, β = −1, f = 3.25 �	�
����	. ��	����, ��������
�

�

���, Poincare 	�������

��, ���������, ��� Lyapunov

�	 EL = (0.053367, 0,−0.55337), Lyapunov �
	 DL = 2.0964, ����������	��
�������.
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5 � �

�������������������
����������
��������	�
��	����. ��
���������	�
���
��������, ������	��
��������������, �������
���������. �� Melnikov �����
���	�����������������.

��, ��	��	��,		�������	
���������������������
��	, 	������, ����, ����, �
��	����
�����	, �
�����
	����, ����, 
���, �������
�	���, ��
���	��������	
����	�����	�
���, 
����
����
����������
���.
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Abstract

The bifurcation and chaotic motion of some nonlinear relative rotation system with heteroclinic orbit is studied. By using dissi-

pative system Lagrange equation, the dynamics equation of nonlinear relative rotation system under combination harmonic excitations

is established. Firstly, the bifurcation response equation of relative rotation system under combination resonance is deduced with the

method of multiple scales. Singularity analysis is employed to obtain the transition set of steady motion. Secondly, the Melnikov

function of heteroclinic orbit is solved according to heteroclinic orbit parameter equation of relative rotation system. The critical con-

dition of chaos about Smale commutation is given. Finally, numerical method is employed to analyze the influences of different system

parameters on chaotic motion by bifurcation diagram, the maximum Lyapunov, phase trajectory and Poincare map.
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