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一类非线性方程类孤波的近似解法*
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采用了一个简单而有效的技巧,研究了一类扰动发展方程. 首先引入求解一个相应典型方程的类孤波近似解,

然后利用泛函映射方法得到了原扰动发展方程的近似解,指出了近似解级数的收敛性,并用解析方法,讨论了近似

解的精度.
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1 引 言

孤波在非线性理论研究中是一个很重要的对

象,它具有广泛的应用背景 [1,2]. 近来,研究非线性
孤波解中有许多新的方法, 例如, Jacobi 椭圆函数
法、Riccati 方程映射法、齐次平衡法、双曲正切
函数法和辅助函数法等. 这些方法应用于激波、量
子力学、散射光、神经网络和大气物理等 [3−8]. 孤
波描述的对象是一类复杂的自然现象.这些现象我
们需要把它简化为基本模型并去求解它,其中也采
用了渐近的方法. 目前优化了许多近似方法, 例如
匹配法、边界层法、平均法和多重尺度法等 [9−11].
利用渐近方法,文献 [13—17]也研究了一类非线性
问题.本文是考虑在近代物理中一类非线性扰动发
展方程,并利用映射方法得到类孤波近似解.

2 扰动发展方程

考虑如下一个扰动发展方程 [6,7]:

ut − u2ux +β uxxx = f (t,x,u), (1)

其中 β 为常数; f 为扰动项,它在各自的变量范围

内为有界的解析函数. 非线性扰动 KdV方程 (1)在

流体力学、理论物理、航天、航空、生态环境、应

用化学等学科中都有许多应用. 并广泛地应用于原

子物理、等离子体物理和固体物理中.

首先考虑如下典型的发展方程

ut − u2ux +β uxxx = 0, (2)

方程 (2) 是可以用来描述非调和晶格中声波的传

播和无碰撞等离子体的 Alfen波的运动,它有形如

u = asech(x−a2t)的精确解. 又由文献 [8]知,利用

推广的 Riccati方程待定系数方法,可以得到如下方

程

ut +α(t)uut +m(t)u2ux +β (t)uxxx = 0 (*)

的一个新的类孤波精确解. 方程 (∗) 当 m(t), α(t),

β (t) 为常数时在等离子体物理、固体物理、原子
物理、流体力学等物理当中被广泛应用的组合发

展方程. 显然方程 (2)是方程 (∗)的一个特例. 所以

方程 (2) 利用推广的 Riccati 方程待定系数方法还
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具有形如

ū(t,x) =
sech2(x+8β t)

1+ sech2(x+8β t)
(3)

的另一个类孤波精确解. (3)式当 x = 0, β = 1情形
下的类孤波曲线如图 1所示.
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图 1 当 x = 0, β = 1情形下的类孤波曲线

由于方程 (1)有扰动项 f (t,x,u),它一般不能用
初等方法求出其精确解,故我们从解 (3)出发,来求
扰动发展方程 (1)的近似解.
为了得到扰动方程 (1)的近似解, 我们引入如

下映射 H(u,s) : R× I → R [9]:

H(u,s) = Lu−Lũ0 + s[Lũ0 −u2ux − f (t,x,u)], (4)

其中 R = (−∞,+∞), I = [0,1], ũ0 为 (1)式的初始近
似函数,它将在下面决定,而算子 L为

Lu = ut +β uxxx.

显然,由关系式 (4)的表示式看出, H(u,1) = 0
与方程 (1) 相同. 故方程 (1) 的解 u(t,x) 就是方程
H(u,s) = 0当 s → 1时的解.

3 近似解及其收敛性态

设

u =
∞

∑
i=0

ui(t,x)si. (5)

由映射 (4)式,将 (5)式代入 H(u,s) = 0,按 s展
开其中非线性的项,且令方程两边 s的同次幂项的
系数相等, 可依次得到 un(ξ ) (n = 0,1,2, · · ·). 再将
un(ξ )代入 (5)式,这时我们便得到级数 (5).
由 s的零次幂项系数为零,有

L(u0) = L(ũ0). (6)

选取初始近似 ũ0(t,x) 为方程 (2) 的类孤波解

ū0(t,x). 由 (3)和 (6)式,这时有

u0(t,x) =
sech2(x+8β t)

1+ sech2(x+8β t)
. (7)

在 H(u,s) = 0中,由 s的一次幂,得

L(u1) = f (t,x,u0). (8)

利用 Fourier变换法,可得线性方程 (8)的解

u1(t,x) =
1
π

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (τ,ξ ,u0)

× [cos(−λ 3β (t − τ)+λ (x−ξ ))]dξ dλ dτ.
(9)

在 H(u,s) = 0中,由 s的二次幂,得

L(u2) = u0(u0u1x +2u0xu1)+F(u0,u1), (10)

其中 u0 和 u1 分别由 (7)和 (9)式表示,且

F(u0,u1) =
[ ∂

∂ s
f
(

t,x,
∞

∑
i=0

uisi
)]

s=0
.

同样,不难得到方程 (10)的解为

u2(t,x) =
1
π

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
[−u0(u0u1ξ +2u0ξ u1)

+F(u0,u1)][cos(−λ 3β (t − τ)

+λ (x−ξ ))]dξ dλ dτ. (11)

于是,利用 (5), (7), (9)和 (11)式,扰动 KdV方程 (1)

的二次类孤波近似解 uhom 为

u2hom(t,x)

=
sech2(x+8β t)

1+ sech2(x+8β t)
+

1
π

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
[ f (τ,ξ ,u0)

+u0(u0u1ξ +2u0ξ u1)+F(u0,u1)]

× [cos(−λ 3β (t − τ)+λ (x−ξ ))]dξ dλ dτ, (12)

其中 u0 和 u1 分别由 (7)和 (9)式表示.

利用映射 (4)式, 我们还能够得到非线性扰动

发展方程 (1)的更高次近似的类孤波解.

在假设 [H]和选择初始近似 u0(t,x)下,可以证

明非线性方程 (1)的解在 s ∈ [0,1]上为

u =
∞

∑
n=0

un(ξ ) =
∞

∑
n=0

un(t,x).

于是可进一步得知 uexa(t,x) =
∞

∑
n=0

un(t,x)就是

非线性扰动发展方程 (1)的一个类孤波精确解.
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4 近似解的精度比较

现仅考虑一个特殊的非线性微扰发展方程. 设
微扰项为 f (u) = ε exp(−u2),其中 ε 为小的正参数.
这时非线性微扰发展方程 (1)为

ut −u2ux +β uxxx = ε exp(−u2), (13)

由 (7)式,方程 (13)的零次近似类孤波解 u0hom(t,x)
为

u0hom(t,x) =
sech2(x+8β t)

1+ sech2(x+8β t)
. (14)

再由 (9)和 (14)式, 非线性微扰发展方程 (13)

的一次近似类孤波解 u1hom 为

u1hom(t,x)

=
sech2(x+8β t)

1+ sech2(x+8β t)
+

ε
π

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
exp(−u2

0)

× [cos(−λ 3β (t − τ)+λ (x−ξ ))]dξ dλ dτ. (15)

由 (14), (15)式,我们能够得到非线性微扰发展

方程 (13)的二次近似解 u2hom 为

u2hom(t,x)

=
sech2(x+8β t)

1+ sech2(x+8β t)
+

ε
π

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

[
exp

(
−
(

sech2(ξ +8βτ)
1+ sech2(ξ +8βτ)

)2)
+48β

(
sech2(ξ +8βτ)

1+ sech2(ξ +8βτ)

)2

×
(

ε
π

∫ τ

0

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
exp

(
−
(

sech2(ξ1 +8β τ1)

1+ sech2(ξ1 +8βτ1)

)2)
[cos(−λ 3

1 β (τ − τ1)+λ1(ξ −ξ1))]dλ1 dξ1 dτ1

)
ξ

+

[
96β

(
sech2(ξ +8βτ)

1+ sech2(ξ +8βτ)

)
ξ
+ exp

(
− sech2(ξ +8βτ)

1+ sech2(ξ +8βτ)

)
× ε
π

∫ τ

0

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
exp

(
−
(

sech2(ξ1 +8β τ1)

1+ sech2(ξ1 +8βτ1)

)2)
[cos(−λ 3

1 β (τ − τ1)+λ1(ξ −ξ1))]dξ1 dλ1 dτ1

]
× [cos(−λ 3β (t − τ)+λ (x−ξ ))]dξ dλ dτ. (16)

设 uexa(t,x) =
∞

∑
i=0

ui(t,x) 为方程 (13) 由上述渐

近方法得到的一个精确解,现估计误差 uexa−u2hom.

首先估计得

L(uexa −u2hom)

=
∂ (uexa −u2hom)

∂ t
+β (uexa −u2hom)xxx

=−
( ∞

∑
n=0

un

)2( ∞

∑
n=0

un

)
x
+ ε

∞

∑
j=2

exp
(
−
( ∞

∑
n=0

un

)2)
− [u2

0u0x + ε exp(−u2
0)]+ [−u0(u0u1x +2u0xu1)

+2ε u0u1 exp(−u2
0)]

=O(ε2),0 < ε ≪ 1. (17)

其次选择任意常数使得 uexp(0) = u2hom(0),这时由

不动点定理 [21],我们有

uexa −u2hom = O(ε2), 0 < ε ≪ 1.

因此, 由上面的结果可知, 利用渐近方法得到

的近似类孤波解 u2hom(t,x)具有较好的精度.

5 微扰类孤波近似解的性态的讨论

现以一个特殊的非线性微扰发展方程 (16)为

例,来简单讨论用本文得到的类孤波近似解的性态.

由第 3节的证明知,采用本文的映射方法,得到

的近似解
∞

∑
n=0

un(t,x)是一个在 (x, t) ∈R2 上的收敛

的级数. 而且收敛函数就是扰动方程 (13)的一个类

孤波精确解. 因此其各次近似解 unhom =
n

∑
n=0

un(t,x)

均是一致有效的,在 (x, t)全平面上,包括无穷远处,

都不存在形如长期项的项.

又由第 4节的计算来看,得到的一次、二次微

扰近似解 u1hom, u2hom (包括任意次微扰近似解)与

对应的精确解, 相对于小参数而言, 具有不同量级

的精度.同时由 (15), (16)式,不难看出,所涉及的积

分都在 (x, t) ∈R2 上收敛而一致有界. 因此除了它

们的第一项外,其余各项都含有小参数 ε . 所以这些

项均为第一项典型的类孤波解 (14)式的微小校正,

并随时间的变化,也是对类孤波波形的微小修正.

事实上,利用Matlab软件,例如取 x = 0, β = 1,
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ε = 0.1时,在 t ∈ [−10,10]上典型的类孤波解 u0及

一次微扰孤波解及 u1hom = u0+u1的模拟曲线模拟

曲线重叠图形如图 2所示.
再如取 t = 0, β = 1, ε = 0.1时,在 x ∈ [−10,10]

上典型的类孤波解 u0 及一次微扰孤波解及

u1hom = u0 +u1 的模拟曲线重叠图形如图 3所示.
又如取 t = 10, β = 1, ε = 0.1 时, 在 x ∈

[−110,−50] 和取 t = 20, β = 1, ε = 0.1 时, 在
x ∈ [−200,−120] 上典型的类孤波解 u0 及一次微

扰孤波解及 u1hom = u0+u1的模拟曲线重叠图形如

图 4和图 5所示.
由此从图 2—5也可看出非线性微扰发展方程

(13)关于小参数 ε 的一次近似解 (15)式与其典型
的微扰类孤波解 (14)式是对类孤波波形的微小修
正.

6 类孤波近似解和物理意义和结束语

本文所用的方法不同于一般用数值方法而得

到的模拟解. 用本渐近方法得到的近似解析解,还

可以继续进行解析运算.因此由 (12)式还可继续进

行微分、积分等解析运算,进一步得到类孤波解相

关物理量的定性、定量的方面的结果.以达到能对

相应物理问题进入深入研究的目的.

非线性孤波理论的研究出自于复杂的自然现

象.为了了解非线性孤波,对于较复杂的模型,我们

有时需要用近似方法去求解它. 本文所用的映射方

法就是一个简单而有效的方法. 同时, 在本文中我

们选取初始近似为对应典型方程的类孤波解.这将

能较快地得到精度较高的类孤波近似解.
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图 2 u0(实线)和 u1hom (叉线)在 x = 0, β = 1, ε = 0.1的曲线

重叠图 (t ∈ [−10,10])
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图 3 u0(实线)和 u1hom (叉线)在 t = 0, β = 1, ε = 0.1的曲线

重叠图 (x ∈ [−10,10])
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图 4 u0(实线) 和 u1hom(叉线) 在 t = 10 的曲线重叠图

(x ∈ [−110,−50])
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图 5 u0(实线) 和 u1hom(叉线) 在 t = 20 的曲线重叠图

(x ∈ [−200,−120])
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Abstract

The approximate solitary-like wave solution for a class of disturbed evolution equation is considered using a simple and valid

technique. First, an approximate solution of a corresponding typical differential equation is introduced, and then the approximate

solution for an original disturbed evolution equation is obtained using the functional mapping method. It is pointed out that the series

of approximate solution is convergent. The accuracy of the approximate solution is also discussed using the analytic method.
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