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时滞耦合的复杂网络同步已经有大量的研究成果,而网络结点含时滞的无时滞耦合的复杂网络同步的研究工

作较少. 为使网络模型更接近现实和适用更广的范围,建立了网络结点含时滞,而耦合兼零时滞 (无时滞)和非零时

滞 (有时滞)的复杂网络同步模型. 在网络结点上分别设置线性控制器和自适应控制器,研究了其混沌同步问题.利

用李雅普诺夫稳定性定理,设计相应的正定函数,分别给出了复杂网络同步的充分条件.最后,为证实同步方案的有

效性,选择时滞 Logistic函数为结点动力系统,在兼无时滞和有时滞的网络上,给出了线性反馈控制同步误差数值演

化趋势.
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1 引 言

20世纪 90年代末, Watts和 Barabasi等引入了
小世界 (small-world) 网络和无标度 (scale-free) 网
络模型 [1,2]. 从此, 复杂网络的研究便进入到了一
个崭新的发展阶段. 近年来, 复杂网络在物理、生
物、计算机和社会科学等都进行了广泛研究 [3−6].
在复杂网络控制与同步方面,人们做了大量的研究
工作, 并已取得许多重要成果. 随着研究工作的不
断深入, 研究内容越来越丰富, 除了众多有关复杂
网络同步控制方法的研究,还有对复杂网络的同步
能力方面的探讨. 文献 [7—9] 研究了影响复杂网
络同步能力的要素, Wang 等 [10] 研究了针对同步

网络的攻击 (将网络拆分成若干个孤立的分支)后
同步恢复的问题. 另一方面, 建立各种能够准确反
映实际网络系统特性的网络模型是研究复杂网络

的基础. 例如,由于信号受传输速度的限制和拥塞
现象,所以建立复杂网络控制与同步模型需要考虑

时滞的因素. 典型的时滞系统有电路系统 [11]、激

光阵列 [12] 和卫星通信 [13] 等. Li 和 Chen[14] 针对

连续和离散时间变量的具有独立时滞和相关时滞

耦合的复杂网络一般同步模型,分别给出了同步的

充分条件.文献 [15—17]研究了脉冲控制的具有不

确定参数和时滞切换复杂网络及既含有离散时滞

又含有分布时滞复杂网络控制与同步问题.而人们

针对时变时滞耦合和将时滞区间划分成时变子区

间的耦合同步等也进行了一系列研究工作 [18−24].

Guo等 [25] 研究了耦合兼无时滞和有时滞的复杂网

络牵制同步, 并获得了牵制同步的充分条件. 高洋

等 [26] 根据网络中不同性质的边具有不同时滞,提

出了网络拆分的思想,分析了多重边复杂网络的动

力学模型的稳定性. 基于网络拆分的思想,卞秋香

和姚洪兴 [27] 进一步研究了一类具有非线性耦合的

多重边赋权复杂网络, 给出了网络的同步准则. 以

上研究工作都是耦合具有时滞的情况,而对于结点

含时滞的同步,罗群等 [28] 在无时滞耦合的情况下,
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给出了结点含时滞的不确定复杂网络自适应同步

模型,得到了满足一定条件实现同步的结论.
本文引入了结点含时滞,且耦合兼无时滞和有

时滞的复杂网络同步模型,研究了添加线性控制器
和自适应控制器时的同步问题,给出了实现同步的
充分条件.同时,数值仿真证实了方法的有效性.

2 复杂网络模型与假设

考虑由 N 个相同结点构成的复杂网络,其中每
个结点是一个 n维动力系统:

ẋi(t) =f1(xi(t))+f2(xi(t − τ1))

+ c1

N

∑
j=1

g(1)i j A1x j(t)

+ c2

N

∑
j=1

g(2)i j A2x j(t − τ2)+ui(t),

(i = 1,2, · · · ,N), (1)

其中 xi(t) = (xi1(t),xi2(t), · · · ,xin(t))T ∈Rn为第 i个
结点的状态向量; f : Rn →Rn 是一个非线性光滑

函数; c1 和 c2 分别是无时滞和有时滞边耦合强

度; A1,A2 ∈ Rn×n 分别是无时滞和有时滞网络对

应的内部耦合矩阵; τ1 为结点含时滞, τ2 为耦合

时滞; ui(t) ∈ Rn 为线性控制器或自适应控制器;
G1 = (g(1)i j )N×N 和G2 = (g(2)i j )N×N 为无时滞耦合和

时滞 (τ2)耦合矩阵,其中 g(1)i j 和 g(2)i j 分别定义如下:
如果结点 i和结点 j 存在无时滞耦合边 ( j ̸= i), 那
么 g(1)i j > 0;否则, g(1)i j = 0;如果结点 i和结点 j存在

时滞耦合边 ( j ̸= i),那么 g(2)i j > 0;否则, g(2)i j = 0. 另
外,假设G1 和G2 均满足耗散条件

g(1)ii =−
N

∑
j=1
j ̸=i

g(1)i j =−
N

∑
j=1
j ̸=i

g(1)i j ,

g(2)ii =−
N

∑
j=1
j ̸=i

g(2)i j =−
N

∑
j=1
j ̸=i

g(2)i j ,

(i = 1,2, · · · ,N). (2)

G1 和 G2 为一个网络的两个不同时滞耦合子

网络所对应的耦合矩阵. 模型适用如下两种复杂网
络.
网络中同时存在无时滞耦合和时滞耦合边的

单重边网络. 图 1(a), 1(b)和 1(c)给出了一个网络拆
分成两个子网的过程,其对应的子网耦合矩阵分别
为G1 和G2.

网络中存在单边和双重边,不同的边具有不同
的时滞 (包括零时滞). 图 2 给出了具有不同时滞
耦合的边,拆分成两个子网对应的耦合矩阵分别为
G1 和G2.

(a) (b)

(c)

v1
v1

v1

v2 v2

v2

v3 v3

v3

v4
v4

v4

v5

v5

v5

τ > 0
τ=0

图 1 单重边网络拆分 (a)单重边网络; (b)无时滞耦合子网;
(c)时滞耦合子网
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v2v1
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图 2 双重边网络拆分

设 s(t) ∈ Rn 是一个孤立结点的状态向量, 满
足

ṡ(t) = f1(s(t))+f2(s(t − τ1)). (3)

记

ei(t) = xi(t)−s(t), (i = 1,2, · · · ,N). (4)

由方程 (1)—(4),可得如下的误差系统:

ėi(t) =Df 1(s(t))ei(t)+Df2(s(t − τ1))ei(t − τ1)

+ c1

N

∑
j=1

g(1)i j A1e j(t)

+ c2

N

∑
j=1

g(2)i j A2e j(t − τ2)+ui(t),

(i = 1,2, · · · ,N), (5)
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其中Df 1, Df 2为 f1, f2在 s(t)和 s(t −τ1)处的雅

可比矩阵.
下面,给出相关的假设和引理.
假设 1 设 ρ(Df1) 和 ρ(Df2DfT

2 ) 有界,
即 存 在 非 负 常 数 l1 和 l2, 有 ρ(Df1) 6 l1,
ρ(Df2DfT

2 )6 l2. 其中 ρ(Df1)和 ρ(Df2DfT
2 )分

别为矩阵Df1 和Df2DfT
2 谱半径.

引理 1 设 X 和 Y 为任意 n 维是向量,
P ∈Rn×n. 那么下面的矩阵不等式成立:

2XTPY 6XTPP TX+Y TY .

3 同步稳定性分析

3.1 线性反馈控制复杂网络同步

当 ui(t)为线性控制器时,系统方程 (1)可描述
为

ẋi(t) =f1(xi(t))+f2(xi(t − τ1))

+ c1

N

∑
j=1

g(1)i j A1x j(t)

+ c2

N

∑
j=1

g(2)i j A2x j(t − τ2)−diei(t),

(i = 1,2, · · · ,N), (6)

其中 di 为大于零的待定常数.
下面给出线性反馈控制的复杂网络同步充分

条件.
结论 1 设假设 1成立,那么具有线性反馈控

制的复杂网络 (6)同步,且同步解局部稳定.
证明 设李雅普诺夫函数为

V (t) =
N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+σ1

N

∑
i=1

∫ t

t−τ1

eT
i (α)ei(α)dα

+σ2

N

∑
i=1

∫ t

t−τ2

eT
i (α)ei(α)dα, (7)

其中 σ1 和 σ2 为大于零的常数. 沿轨线对函数 V (t)
求导,并利用方程 (3), (4), (5)和引理 1,得

V̇ (t) =2
N

∑
i=1

eT
i (t)ėi(t)+(σ1 +σ2)

N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)−σ1

N

∑
i=1

eT
i (t − τ1)ei(t − τ1)−σ2

N

∑
i=1

eT
i (t − τ2)ei(t − τ2)

=2
N

∑
i=1

eT
i (t)Df1ei(t)+2

N

∑
i=1

eT
i (t)Df2ei(t − τ1)+2c1

N

∑
i=1

N

∑
j=1

eT
i (t)g

(1)
i j A1e j(t)

+2c2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

eT
i (t)g

(2)
i j A2e j(t − τ2)−2

N

∑
i=1

die
T
i (t)ei(t)+(σ1 +σ2)

N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

−σ1

N

∑
i=1

eT
i (t − τ1)ei(t − τ1)−σ2

N

∑
i=1

eT
i (t − τ2)ei(t − τ2)

62ρ(Df1)
N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+ρ(Df2DfT

2 )
N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+

N

∑
i=1

eT
i (t − τ1)ei(t − τ1)

+ c1

N

∑
i=1

N

∑
j=1

eT
i (t)(g

(1)
i j )2A1A

T
1ei(t)+ c1

N

∑
i=1

N

∑
j=1

eT
i (t)e j(t)+ c2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

eT
i (t)(g

(2)
i j )2A2A

T
2ei(t)

+ c2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

eT
j (t − τ2)e j(t − τ2)−2

N

∑
i=1

die
T
i (t)ei(t)+(σ1 +σ2)

N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

−σ1

N

∑
i=1

eT
i (t − τ1)ei(t − τ1)−σ2

N

∑
i=1

eT
i (t − τ2)ei(t − τ2)

62ρ(Df1)
N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+ρ(Df2DfT

2 )
N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+

N

∑
i=1

eT
i (t − τ1)ei(t − τ1)

+ c1Ng1ρ(A1A
T
1 )

N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+ c1N

N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+ c2Ng2ρ(A2A

T
2 )

N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

+ c2N
N

∑
i=1

eT
i (t − τ2)ei(t − τ2)−2d

N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+(σ1 +σ2)

N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)
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−σ1

N

∑
i=1

eT
i (t − τ1)ei(t − τ1)−σ2

N

∑
i=1

eT
i (t − τ2)ei(t − τ2)

=(2ρ(Df1)+ρ(Df2DfT
2 )+ c1Ng1ρ(A1A

T
1 )+ c1N + c2Ng2ρ(A2A

T
2 )+(σ1 +σ2)

−2d)
N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+(1−σ1)

N

∑
i=1

eT
i (t − τ1)ei(t − τ1)+(c2N −σ2)

N

∑
i=1

eT
i (t − τ2)ei(t − τ2),

其 中 d = min{di|i = 1,2, · · · ,N}, g1 =

max{(g(1)i j )2|i, j = 1,2, · · · ,N}, g2 =max{(g(2)i j )2|i, j =
1,2, · · · ,N}. 令 σ1 = 1,σ2 = c2N,那么

V̇ (t)6
(

2ρ(Df1)+ρ(Df2DfT
2 )+ c1Ng1ρ(A1A

T
1 )

+ c2Ng2ρ(A2A
T
2 )+ c1N + c2N +1

−2d
) N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t).

所以,取

d >ρ(Df1)+
1
2
[ρ(Df2DfT

2 )+ c1Ng1ρ(A1A
T
1 )

+ c2Ng2ρ(A2A
T
2 )+ c1N + c2N +1], (8)

有 V̇ (t)< 0,从而得系统同步,且同步解局部稳定.

3.2 自适应复杂网络同步

当 ui(t)为自适应制器时,系统方程 (1)可描述
为

ẋi(t) =f1(xi(t))+f2(xi(t − τ1))

+ c1

N

∑
j=1

g(1)i j A1x j(t)

+ c2

N

∑
j=1

g(2)i j A2x j(t − τ2)+ui(t),

(i = 1,2, · · · ,N), (9)

其中自适应制器 ui(t) = −Di(t)ei(t), 自适应律

Ḋi(t) = δie
T
i (t)ei(t), δi 为正常数.

结论 2 设假设 1成立, 那么复杂网络 (9)自

适应同步,且同步解局部稳定.

证明 设李雅普诺夫函数为

V (t) =
N

∑
i=1

eT
i ei(t)+σ1

N

∑
i=1

∫ t

t−τ1

eT
i (α)ei(α)dα

+σ2

N

∑
i=1

∫ t

t−τ2

eT
i (α)e(α)dα

+
N

∑
i=1

1
δi
(Di(t)− d̄i)

2, (10)

其中 σ1,σ2 和 δi 的定义同上, d̄i 为大于零的常数.

沿轨线对函数 V (t)求导,并利用方程 (3), (4), (5)和

引理 1,得

V̇ (t) =2
N

∑
i=1

eT
i (t)ėi(t)+(σ1 +σ2)

N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)−σ1

N

∑
i=1

eT
i (t − τ1)ei(t − τ1)−σ2

N

∑
i=1

eT
i (t − τ2)ei(t − τ2)

+2
N

∑
i=1

Di(t)eT
i (t)ei(t)−2

N

∑
i=1

d̄ie
T
i (t)ei(t)

=2
N

∑
i=1

eT
i (t)Df1ei(t)+2

N

∑
i=1

eT
i (t)Df2ei(t − τ1)+2c1

N

∑
i=1

N

∑
j=1

eT
i (t)g

(1)
i j A1e j(t)

+2c2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

eT
i (t)g

(2)
i j A2e j(t − τ2)−2

N

∑
i=1

Di(t)eT
i (t)ei(t)+(σ1 +σ2)

N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

+2
N

∑
i=1

Di(t)eT
i (t)ei(t)−2

N

∑
i=1

d̄ie
T
i (t)ei(t)−σ1

N

∑
i=1

eT
i (t − τ1)ei(t − τ1)−σ2

N

∑
i=1

eT
i (t − τ2)ei(t − τ2)

=2
N

∑
i=1

eT
i (t)Df1ei(t)+2

N

∑
i=1

eT
i (t)Df2ei(t − τ1)+2c1

N

∑
i=1

N

∑
j=1

eT
i (t)g

(1)
i j A1e j(t)

+2c2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

eT
i (t)g

(2)
i j A2e j(t − τ2)−2

N

∑
i=1

d̄ie
T
i (t)ei(t)

+(σ1 +σ2)
N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)−σ1

N

∑
i=1

eT
i (t − τ1)ei(t − τ1)−σ2

N

∑
i=1

eT
i (t − τ2)ei(t − τ2).
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与结论 1证明类似,并设 σ1 = 1, σ2 = c2N,得

V̇ (t)6(2ρ(Df1)+ρ(Df2DfT
2 )+ c1Ng1ρ(A1A

T
1 )

+ c2Ng2ρ(A2A
T
2 )+ c1N + c2N +1

−2d̄)
N

∑
i=1

eT
i (t)ei(t),

其中 d̄ = min{d̄i|i = 1,2, · · · ,N}, g1, g2 同结论 1,显
然,取

d̄ >ρ(Df1)+
1
2
[ρ(Df2DfT

2 )+ c1Ng1ρ(A1A
T
1 )

+ c2Ng2ρ(A2A
T
2 )+ c1N + c2N +1], (11)

有 V̇ (t)< 0,从而证明结论 2.
注: 由结论 1 的证明过程可以看出, 线性

反馈控制器中 d 必须满足一定条件 (8) 才能使系
统实现同步. 对结论 2, 尽管证明结论 2 时也要求
满足 (11) 成立, 但是, 自适应控制器及自适应因
子与 d̄ 的取值无关. 也就是说, 只要自适应制器
ui(t) = −Di(t)ei(t), 自适应律 Ḋi(t) = δie

T
i (t)ei(t),

δi 为任意正常数, 结论 2即成立. 这也体现了自适
应控制方法的优势.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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图 3 同步误差演化图 (i = 1,2, · · · ,5)

4 数值仿真

下面分别给出网络结点数为 5和 50的线性反
馈控制的同步误差演化趋势数值仿真效果.取结点
含时滞的动力学方程为时滞 Logistic系统 [29]:

ẋ(t) =−λx(t)+ rx(t − τ1)(1− x(t − τ1)), (12)

取 τ1 = 0.5, 当 λ = 26, r = 104 时, 系统导致混
沌. 在数值仿真一中, 取图 1 所示的网络, G1

和 G2 分别是图 1(b), 1(c) 两个子网对应的耦合
矩阵. 取内部耦合矩阵 A1, A2 为 n 阶单位阵,
这里的 n = 1. 用四阶 Runge-Kutta 求解微分方
程, 取 c1 = 0.1, c2 = 0.01, τ2 = 0.8 (耦合时滞量),
s(0) = 0.5, xi = 0.5+ (−1)i × i× 0.01, 取 d = 120,
使 (8) 式成立. 图 3 为数值仿真同步误差演化
效果图. 在数值仿真二, G1 取 50 个结点的星
型网络, G2 取 50 个结点的环型网络. d = 180,
xi = 0.5+(−1)i × i× 0.1, 其他参数同上, 数值仿真
效果如图 4.
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图 4 同步误差演化图 (i = 1,2, · · · ,50)

5 结 论

本文研究了一种结点含时滞的复杂网络同步

模型,其网络结点之间存在零时滞耦合和有非零时
滞耦合.将网络结点上分别添加简单的线性控制器
和自适应控制器, 研究其同步问题, 给出了实现同
步的充分条件.数值仿真在不同的网络结点的情况
下, 分别证实了方法的有效性. 已有与此相关的研
究主要有如下两个方面的工作: 1)具有零时滞耦合
和非零时滞耦合的复杂网络同步模型,而其网络结
点动力系统无时滞; 2)复杂网络结点动力系统含时
滞, 而耦合无时滞的自适应同步模型. 该同步模型
对结点含时滞而耦合无时滞的情况进行了推广,具
有更广的适用范围.
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Chaotic synchronization in complex networks with
delay nodes by non-delay and delay couplings ∗
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Abstract
The synchronization in complex network model with time-delay nodes is investigated. The model is applicable for two sorts of

complex networks. With linear feedback controller and adaptive feedback controller, positive definite functions are designed respec-
tively. The sufficient conditions of synchronization are given by Lyapunov stability theory. Finally, numerical simulations show the
effectiveness of the synchronization in complex networks.
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