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非线性发展方程的 Riemann theta函数等几种新解*
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为了构造非线性发展方程的复合型无穷序列精确解, 获得了第二种椭圆方程的 Riemann theta 函数等几种新

解. 在此基础上,利用第二种椭圆方程与 Riccati方程的 Bäcklund变换和解的非线性叠加公式,借助符号计算系统

Mathematica,以 mKdV方程为应用实例,构造了该方程的复合型无穷序列新精确解. 这里包括 Riemann theta函数、

Jacobi椭圆函数、双曲函数、三角函数和有理函数,通过几种形式构成的复合型无穷序列新精确解.
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1 引 言

在孤立子理论中构造非线性发展方程的

Bäcklund 变换具有重要意义. 1976 年数学、物理

学家缪拉建立了 KdV 方程 (1) 和 mKdV 方程 (2)

之间的拟 Bäcklund变换 (3). 从缪拉变换可以看出,

获得 mKdV方程的精确解, 对于获得 KdV方程的

精确解发挥着重要作用.

ut −6uux +uxxx = 0, (1)

wt −6w2wx +wxxx = 0. (2)

u(x, t) = w2(x, t)+wx(x, t). (3)

最近,多种辅助方程法获得了非线性发展方程

的各种新精确解 [1−46]. 本文通过分析研究辅助方

程法获得的成果, 总结了辅助方程法的如下特点.

1)获得了辅助方程的 Jacobi椭圆函数、双曲函数、

三角函数和有理函数有限多个解; 2)发挥了非线性

发展方程形式解的选择性; 3)发挥了符号计算系统

的优越性; 4)获得了非线性发展方程的有限多个单

函数型精确解.

本文在辅助方程法的以上四种特点的基础上

考虑构造非线性发展方程的无穷序列单函数和复

合型新精确解的新问题.因此, 在文献 [47—49]获

得的结论基础上, 给出了第二种椭圆方程的 Rie-

mann theta函数等几种新解. 这些新解结合与第二

种椭圆方程与 Riccati方程的 Bäcklund变换和解的

非线性叠加公式,在非线性发展方程的形式解和符

号计算系统 Mathematica的帮助下, 可以获得非线

性发展方程的无穷序列新精确解. 这里用 mKdV方

程 [50−56] (4) 为应用实例, 构造了该方程的由 Rie-

mann theta函数、Jacobi椭圆函数、双曲函数、三

角函数和有理函数单独构成的无穷序列新精确解

和这些函数通过几种形式构成的复合型无穷序列

新精确解.

ut +αu2ux +βuxxx = 0. (4)

当 α =−6, β = 1时,方程 (4)与方程 (2)是等

价的. mKdV方程描述非调和晶格中声波的传播等

运动,获得该方程的新解对于解释它的物理意义具

有重要参考价值.

*国家自然科学基金 (批准号: 10862003)、内蒙古自治区高等学校科学研究基金 (批准号: NJZY12031)和内蒙古自治区自然科学基金 (批准号:
2010MS0111)资助的课题.

†通讯作者. E-mail: tgts@imnu.edu.cn

c⃝ 2013 中中中国国国物物物理理理学学学会会会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

100201-1



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 10 (2013) 100201

2 第二种椭圆方程与 Riccati 方程的
Bäcklund 变换和解的非线性叠加公
式

2.1 第二种椭圆方程的 Bäcklund变换

( dy(ξ )
dξ

)2
=
(
y′(ξ )

)2

=ay(ξ )+by2(ξ )+ cy3(ξ ). (5)

若 yn−1(ξ ) 是第二种椭圆方程 (5) 的解, 则下列

yn(ξ )也是方程 (5)的解:

yn(ξ ) =∓ 2a+(b±
√

b2 −4ac)yn−1(ξ )
±b+

√
b2 −4ac±2cyn−1(ξ )

(n = 1,2, · · ·), (6)

yn(ξ ) =
a[−b+

√
b2 −4ac−2cyn−1(ξ )]

c[2a+(b−
√

b2 −4ac)yn−1(ξ )]

(n = 1,2, · · ·), (7)

yn(ξ ) =
−ab2 ±a

√
b2(b2 −4ac)−4abcyn−1(ξ )+ [−b2c∓ c

√
b2(b2 −4ac)]y2

n−1(ξ )
2abc+2b2cyn−1(ξ )+2bc2y2

n−1(ξ )
(n = 1,2, · · ·), (8)

yn(ξ ) =
a
[
−
√

3A1 ∓9y′n−1(ξ )
]

√
3A1(b−

√
b2 −3ac)+2

√
3A1cyn−1(ξ )±3(b+

√
b2 −3ac)y′n−1(ξ )

(n = 1,2, · · ·), (9)

其中 A1 =

√
1
c2 [2b3 −9abc+2(b2 −3ac)

3
2 ].

2.2 第二种椭圆方程的新解

2.2.1 Jacobi 椭圆函数、三角函数和指数函
数新解

根据 Jacobi椭圆函数的定义和周期性,可以获

得第二种椭圆方程的如下新解.

当 a = 4, b = −4(1+ k2), c = 4k2 时, (10)式是

第二种椭圆方程 (5)的解:

y(ξ ) =


sn2(ξ ,k), 2pK(k)6 ξ 6 2(1+ p)K(k),

p ∈ Z

0, 其他

,

(10)

当 a = 4(1−k2), b = 4(2k2−1), c =−4k2时,得

到第二种椭圆方程 (5)的如下解:

y(ξ ) =


cn2(ξ ,k), (2p−1)K(k)6 ξ

6 (2p+1)K(k), p ∈ Z

0, 其他,

,

(11)

其中

K(k) =
∫ π

2

0

1√
1− k2 sin2 φ

dφ

=
∫ 1

0

1√
(1− x2)(1− k2x2)

dx (0 6 k 6 1).

当 c = 0时,获得了第二种椭圆方程 (5)的如下

解:

y(ξ ) =

 − a
2b

− a
2b

sin(
√
−bξ ) (b < 0), 2pπ− π

2
6
√
−bξ 6 2pπ+

3π
2

(p ∈ Z),

0, 其他,
(12)

y(ξ ) =

 − a
2b

− a
2b

sin(
√
−bξ ) (b < 0), 2pπ+

π

2
6
√
−bξ 6 2pπ+

5π
2

(p ∈ Z),

−a
b
, 其他,

(13)

y(ξ ) =

 − a
2b

− a
2b

cos(
√
−bξ ) (b < 0), 2pπ−π6

√
−bξ 6 2pπ+π (p ∈ Z),

0, 其他,
(14)

y(ξ ) =

 − a
2b

− a
2b

cos(
√
−bξ ) (b < 0), 2pπ6

√
−bξ 6 2pπ+2π (p ∈ Z),

−a
b
, 其他,

(15)
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当 b2 −4ac = 0时,获得了第二种椭圆方程 (5)

的下列新类型解:

y(ξ ) =

[√
−b

[
1+ exp

(√−2b
2 | ξ |

)]
√

2c
[
1− exp

(√−2b
2 |ξ |

)]
]2

(c > 0,b < 0), (16)

y(ξ ) =
b
2c

tan2
(∣∣∣√2b

4
ξ
∣∣∣)

(c > 0, b > 0). (17)

2.2.2 Riemann theta函数新解
在文献 [49] 中利用 Riemann theta 函数的

定义 [48] (18) 获得了第一种椭圆方程的 Riemann

theta函数. 本文利用第一种椭圆方程与第二种椭圆

方程的关系,获得了辅助方程 (5)的 Riemann theta

函数解:

θ
(

ε
ε∗

)
(z,τ) =

+∞

∑
n=−∞

exp
[(

n+
ε
2

)(
πiτ

(
n+

ε
2

)
+2

(
z+

ε∗

2

))]
, (18)

这里
( ε

ε∗
)
是二维向量, n为整数.

当 −c = a = −4θ 2
4 (0)θ 2

2 (0), b = 4
(
θ 4

2 (0) −
θ 4

4 (0)
)
时, 第二种椭圆方程 (5) 存在下列 Riemann

theta函数解:

y(ξ ) =
(θ3(ξ )

θ1(ξ )

)2
. (19)

当 c = a = 4θ 2
3 (0)θ 2

2 (0), b =−4
(
θ 4

2 (0)+θ 4
3 (0)

)
时,第二种椭圆方程 (5)存在下列 Riemann theta函

数解:

y(ξ ) =
(θ4(ξ )

θ1(ξ )

)2
. (20)

当 c = a = 4θ 2
4 (0)θ 2

3 (0), b = 4
(
θ 4

3 (0) + θ 4
4 (0)

)
时,第二种椭圆方程 (5)存在下列 Riemann theta函

数解:

y(ξ ) =
(θ2(ξ )

θ1(ξ )

)2
, (21)

这里 θ1(z) = θ
(1

1

)
(z;τ), θ2(z) = θ

(1
0

)
(z;τ), θ3(z) =

θ
(0

0

)
(z;τ), θ4(z) = θ

(0
1

)
(z;τ).

2.3 Riccati 方程的解与 Bäcklund 变换和
解的非线性叠加公式

2.3.1 Riccati方程的解
文献 [1—17]利用 Riccati方程 (22)的五个解,

构造了许多非线性发展方程的精确解.
dz(ξ )

dξ
= R+ z2(ξ ), (22)

z(ξ ) =−
√
−R tanh(

√
−Rξ ) (R < 0), (23)

z(ξ ) =−
√
−Rcoth(

√
−Rξ ) (R < 0), (24)

z(ξ ) =
√

R tan(
√

Rξ ) (R > 0), (25)

z(ξ ) =−
√

Rcot(
√

Rξ ) (R > 0), (26)

z(ξ ) =− 1
ξ

(R = 0). (27)

2.3.2 Riccati方程的 Bäcklund变换和解的非
线性叠加公式

经计算获得了 Riccati方程的如下 Bäcklund变

换和解的非线性叠加公式.

情况 1 若 z(ξ )是 Riccati方程 (22)的解,则

下面给出的 z̄(ξ )也是 Riccati方程 (22)的解:

z̄(ξ ) =
[
(−Q∓

√
Q2 −4PS)R+2(P−SR)z(ξ )

+(Q∓
√

Q2 −4PS)z2(ξ )
]

×{2[P+Qz(ξ )+Sz2(ξ )]}−1. (28)

情况 2 若 z(ξ )是 Riccati方程 (22)的解,则

下列 z̄(ξ )也是 Riccati方程 (22)的解.

z̄(ξ ) =
−BR+Az(ξ )

A+Bz(ξ )
, (29)

其中 A, B, P, Q, S是不全为零的任意常数.

情况 3 若 z1(ξ ),z2(ξ )是 Riccati方程 (22)的

解,则下列 z̄(ξ )也是 Riccati方程 (22)的解:

z̄(ξ ) =
iR
[
im

√
R+

(
m+ iD

√
R+CR

)
z2(ξ )+

(
−CR+Dz2(ξ )

)
z1(ξ )

]
−
√

R3
(
D+Cz2(ξ )

)
+
(
m
√

R+ iDR+C
√

R3 − imz2(ξ )
)
z1(ξ )

(mD < 0), (30)

z̄(ξ ) =
m+Dz2(ξ )+

1√
R

[
− iCRz1(ξ )+ i

(
m+CR+Dz1(ξ )

)
z2(ξ )

]
D+Cz2(ξ )−

1√
R3

(
m
√

R− iDR+C
√

R3 + imz2(ξ )
)
z1(ξ )

(mD < 0). (31)

情况 4 若 z1(ξ ), z2(ξ ), z3(ξ )是 Riccati方程 (22)的三个解,则下面给出的 z̄(ξ )也是 Riccati方程 (22)
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的解:

z̄(ξ ) =
R
[
− rz1(ξ )+(p+ r)z2(ξ )− pz3(ξ )

]
−rz2(ξ )z3(ξ )+ z1(ξ )

[
− pz2(ξ )+(p+ r)z3(ξ )

] , (32)

z̄(ξ ) =
rz2(ξ )z3(ξ )− z1(ξ )

[
qz2(ξ )+(−q+ r)z3(ξ )

]
−rz1(ξ )+(−q+ r)z2(ξ )+qz3(ξ )

, (33)

z̄(ξ ) =−
R
[
−Nz3(ξ )+ [−L+mz3(ξ )]z2(ξ )+ [L+N +nz2(ξ )− (m+n)z3(ξ )]z1(ξ )

]
nRz3(ξ )+ [mR+Nz2(ξ )+Lz3(ξ )]z1(ξ )−

[
(m+n)R+(L+N)z3(ξ )

]
z2(ξ )

, (34)

这里C, D, p, q, r, m, n, N, L都是不全为零的任意常

数.

3 方法及其应用步骤

对于给定的非线性发展方程 (以 1+ 1维非线

性发展方程为例)

H(u,ux,ut ,uxx,uxt ,utt , · · ·) = 0, (35)

进行行波变换 u(x, t) = u(ξ ), ξ = x+ωt后得到下列

常微分方程

G(u,uξ ,uξ ξ ,uξ ξ ξ , · · ·) = 0, (36)

我们把方程 (36)的解取为下列形式

u(x, t) = u(ξ ) = F
(
z(ξ ),y(ξ )

)
, (37)

这里 F
(
z(ξ ),y(ξ )

)
表示 y(ξ ),z(ξ ) 的多项式或有

理分式. y(ξ ),z(ξ ) 分别由辅助方程 (5) 和 (22) 来

确定.

将 (5), (22), (37) 式一起代入 (36) 式, 令

y j(ξ )zi(ξ )[y′(ξ )]r (r = 0,1; i, j = 0,1,2, · · ·) 的系数
为零, 即可得到一个非线性代数方程组, 用符号计

算系统 Mathematica求出该代数方程组的解, 再把

该代数方程组的每一组解分别同第二种椭圆方程

(5)与 Riccati方程 (22)的 Bäcklund变换和解的非

线性叠加公式来确定的解一起代入 (37)式,即可得

到非线性发展方程 (35) 的由 Riemann theta 函数、

Jacobi 椭圆函数、双曲函数、三角函数和有理函

数,通过几种形式组合的复合型无穷序列新精确解.

如果把 (37)式选择为只有 z(ξ )的多项式或有
理分式, 而且与 Riccati方程 (22) 结合后可获得非

线性发展方程 (35)的由双曲函数、三角函数和有

理函数构成的单函数型无穷序列精确解.

如果把 (37) 式选择为只有 y(ξ ) 的多项式或
有理分式,而且与第二种椭圆方程 (5)结合后可获

得非线性发展方程 (35) 的由 Riemann theta 函数、

Jacobi椭圆函数、双曲函数和三角函数单独构成的

无穷序列新精确解.

4 mKdV 方程的无穷序列复合型新精
确解

利用以上给出的方法,可以获得非线性发展方

程的无穷序列新精确解. 下面给出一种形式解, 构

造 mKdV方程 (4)的无穷序列复合型新精确解.

将 u(x, t) = u(ξ ), ξ = x+ωt 代入方程 (4)经对

ξ 积分一次后得到下列常微分方程

ωu(ξ )+
α
3

u3(ξ )+βu′′(ξ ) = 0. (38)

我们把方程 (38)的解取为下列表达式:

u(x, t) = u(ξ ) = g0 +
g1y(ξ )+g2z(ξ )

h1 +h2y(ξ )+h3z(ξ )
, (39)

这里 g0, g1, g2, h1, h2, h3 是待定的常数.

将 (5), (22), (39) 式一起代入 (38) 式, 令

yi(ξ )z j(ξ )[y′(ξ )]r (r = 0,1; i, j = 0,1,2,3)的系数为

零后得到一个非线性代数方程组 (限于篇幅未列

出),用符号计算系统 Mathematica求出该方程组的

如下解:

ω =
bβ
2
, h1 = 0, g2 =∓i

√
3bβ
2α

h3,

h2 =± i

√
2α
3bβ

g1, g0 = 0 (αβ < 0), (40)

ω =
bβ
2
, h1 = 0, g2 =∓i

√
6bβ
α

h3,

h2 =± i
√

α
6bβ

g1, g0 =±i

√
3bβ
2α

(αβ < 0). (41)

将 (40), (41)式分别代入 (39)式后,得到 mKdV方

程 (4)的下列形式的精确解:

u(1)(x, t)
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=
6i
√

bαβg1y
(

x+
bβ
2

t
)
±3

√
6bβh3z

(
x+

bβ
2

t
)

∓2
√

6αg1y
(

x+
bβ
2

t
)
+6i

√
bαβh3z

(
x+

bβ
2

t
) ,
(42)

u(2)(x, t)

=
3i
√

bαβg1y
(

x+
bβ
2

t
)
±3

√
6bβh3z

(
x+

bβ
2

t
)

∓
√

6αg1y
(

x+
bβ
2

t
)
+6i

√
bαβh3z

(
x+

bβ
2

t
) ,

(43)

这里 y(ξ ) = y
(

x+
bβ
2

t
)
,z(ξ ) = z

(
x+

bβ
2

t
)
分别由

第二种椭圆方程 (5)和 Riccati方程 (22)的解来确

定.

根据下面列出的第二种椭圆方程 (5)和 Riccati

方程 (22)解的非线性叠加公式 (这里只列出几种公

式),构造 mKdV方程 (4)的无穷序列复合型新精确

解.

情况 1 无穷序列复合型光滑形式新精确解.

1) Riemann theta 函数与双曲函数复合的无穷

序列新精确解



un(x, t) =
6i
√

bαβg1yn(ξ )±3
√

6bβh3z j(ξ )
∓2

√
6αg1yn(ξ )+6i

√
bαβh3z j(ξ )

,

yn(ξ ) =
−ab2 ±a

√
b2(b2 −4ac)−4abcyn−1(ξ )+ [−b2c∓ c

√
b2(b2 −4ac)]y2

n−1(ξ )
2abc+2b2cyn−1(ξ )+2bc2y2

n−1(ξ )
,

y0(ξ ) =
(θ3(ξ )

θ1(ξ )

)2
, −c = a =−4θ 2

4 (0)θ 2
2 (0), b = 4

(
θ 4

2 (0)−θ 4
4 (0)

)
,

z j(ξ ) =
(−Q∓

√
Q2 −4PS)R+2(P−SR)z j−1(ξ )+(Q∓

√
Q2 −4PS)z2

j−1(ξ )
2[P+Qz j−1(ξ )+Sz2

j−1(ξ )]
,

z0(ξ ) =−
√
−R tanh(

√
−Rξ ) (R < 0, n, j = 1,2, · · ·).

(44)

2) Riemann theta函数与三角函数复合的无穷序列新精确解

un(x, t) =
6i
√

bαβg1yn(ξ )±3
√

6bβh3z j(ξ )
∓2

√
6αg1yn(ξ )+6i

√
bαβh3z j(ξ )

,

yn(ξ ) =
−ab2 ±a

√
b2(b2 −4ac)−4abcyn−1(ξ )+ [−b2c∓ c

√
b2(b2 −4ac)]y2

n−1(ξ )
2abc+2b2cyn−1(ξ )+2bc2y2

n−1(ξ )
,

y0(ξ ) =
(θ3(ξ )

θ1(ξ )

)2
, −c = a =−4θ 2

4 (0)θ 2
2 (0), b = 4

(
θ 4

2 (0)−θ 4
4 (0)

)
,

z j(ξ ) =
(−Q∓

√
Q2 −4PS)R+2(P−SR)z j−1(ξ )+(Q∓

√
Q2 −4PS)z2

j−1(ξ )
2[P+Qz j−1(ξ )+Sz2

j−1(ξ )]
,

z0(ξ ) =
√

R tan(
√

Rξ ) (R > 0, n, j = 1,2, · · ·).

(45)

3) Riemann theta函数与有理函数复合的无穷序列新精确解



un(x, t) =
6i
√

bαβg1yn(ξ )±3
√

6bβh3z j(ξ )
∓2

√
6αg1yn(ξ )+6i

√
bαβh3z j(ξ )

,

yn(ξ ) =
−ab2 ±a

√
b2(b2 −4ac)−4abcyn−1(ξ )+ [−b2c∓ c

√
b2(b2 −4ac)]y2

n−1(ξ )
2abc+2b2cyn−1(ξ )+2bc2y2

n−1(ξ )
,

y0(ξ ) =
(θ3(ξ )

θ1(ξ )

)2
,−c = a =−4θ 2

4 (0)θ 2
2 (0), b = 4

(
θ 4

2 (0)−θ 4
4 (0)

)
,

z j(ξ ) =
(−Q∓

√
Q2 −4PS)R+2(P−SR)z j−1(ξ )+(Q∓

√
Q2 −4PS)z2

j−1(ξ )
2[P+Qz j−1(ξ )+Sz2

j−1(ξ )]
,

z0(ξ ) =− 1
ξ

(R = 0, n, j = 1,2, · · ·).

(46)
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利用第二种椭圆方程 (5)的 Jacobi椭圆函数解和 Riccati方程 (22)的解,可以获得 mKdV方程 (4)的其

他形式的无穷序列复合型新精确解 (这里未列出).

情况 2 紧孤立子与光滑孤立子复合的无穷序列新精确解.

根据第二种椭圆方程 (5)的特殊情况和 Jacobi椭圆函数的性质,获得了该辅助方程的三角函数型紧孤

立子解与 Jacobi椭圆函数型紧孤立子解. 利用这种解可以获得非线性发展方程的新精确解.

1) Jacobi椭圆函数与双曲函数复合的无穷序列新精确解

un(x, t) =
6i
√

bαβg1yn(ξ )±3
√

6bβh3z j(ξ )
∓2

√
6αg1yn(ξ )+6i

√
bαβh3z j(ξ )

,

yn(ξ ) =
−ab2 ±a

√
b2(b2 −4ac)−4abcyn−1(ξ )+ [−b2c∓ c

√
b2(b2 −4ac)]y2

n−1(ξ )
2abc+2b2cyn−1(ξ )+2bc2y2

n−1(ξ )
,

y0(ξ ) =

 sn2(ξ ,k), 2pK(k)6 ξ 6 2(1+ p)K(k), p ∈ Z,

0, 其他,
a = 4, b =−4(1+ k2), c = 4k2,

z j(ξ ) =
(−Q∓

√
Q2 −4PS)R+2(P−SR)z j−1(ξ )+(Q∓

√
Q2 −4PS)z2

j−1(ξ )
2[P+Qz j−1(ξ )+Sz2

j−1(ξ )]
,

z0(ξ ) =−
√
−R tanh(

√
−Rξ ) (R < 0, n, j = 1,2, · · ·).

(47)

2) Jacobi椭圆函数与三角函数复合的无穷序列新精确解

un(x, t) =
3i
√

bαβg1yn(ξ )±3
√

6bβh3z j(ξ )
∓
√

6αg1yn(ξ )+6i
√

bαβh3z j(ξ )
,

yn(ξ ) =
−ab2 ±a

√
b2(b2 −4ac)−4abcyn−1(ξ )+ [−b2c∓ c

√
b2(b2 −4ac)]y2

n−1(ξ )
2abc+2b2cyn−1(ξ )+2bc2y2

n−1(ξ )
,

y0(ξ ) =

 sn2(ξ ,k), 2pK(k)6 ξ 6 2(1+ p)K(k), p ∈ Z,

0, 其他,
a = 4, b =−4(1+ k2), c = 4k2,

z j(ξ ) =
(−Q∓

√
Q2 −4PS)R+2(P−SR)z j−1(ξ )+(Q∓

√
Q2 −4PS)z2

j−1(ξ )
2[P+Qz j−1(ξ )+Sz2

j−1(ξ )]
,

z0(ξ ) =
√

R tan(
√

Rξ ) (R > 0, n, j = 1,2, · · ·).

(48)

3) Jacobi椭圆函数与有理函数复合的无穷序列新精确解

un(x, t) =
3i
√

bαβg1yn(ξ )±3
√

6bβh3z j(ξ )
∓
√

6αg1yn(ξ )+6i
√

bαβh3z j(ξ )
,

yn(ξ ) =
−ab2 ±a

√
b2(b2 −4ac)−4abcyn−1(ξ )+ [−b2c∓ c

√
b2(b2 −4ac)]y2

n−1(ξ )
2abc+2b2cyn−1(ξ )+2bc2y2

n−1(ξ )
,

y0(ξ ) =

 sn2(ξ ,k), 2pK(k)6 ξ 6 2(1+ p)K(k), p ∈ Z,

0, 其他,
a = 4, b =−4(1+ k2), c = 4k2,

z j(ξ ) =
(−Q∓

√
Q2 −4PS)R+2(P−SR)z j−1(ξ )+(Q∓

√
Q2 −4PS)z2

j−1(ξ )
2[P+Qz j−1(ξ )+Sz2

j−1(ξ )]
,

z0(ξ ) =− 1
ξ

(R = 0, n, j = 1,2, · · ·).

(49)

情况 3 尖峰孤立子与光滑孤立子复合的无穷序列新精确解.

根据辅助方程法的构造性,获得了第二种椭圆方程 (5)的尖峰形式解. 因此,利用下面的几种公式来构

造 mKdV方程 (4)的尖峰孤立子与光滑孤立子复合的无穷序列新精确解.
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1)指数函数与三角函数复合的无穷序列新精确解

un(x, t) =
3i
√

bαβg1yn(ξ )±3
√

6bβh3z j(ξ )
∓
√

6αg1yn(ξ )+6i
√

bαβh3z j(ξ )
,

yn(ξ ) =
−ab2 −4abcyn−1(ξ )−b2cy2

n−1(ξ )
2abc+2b2cyn−1(ξ )+2bc2y2

n−1(ξ )
,

y0(ξ ) =


√
−b

[
1+ exp

(√−2b
2

| ξ |
)]

√
2c
[
1− exp

(√−2b
2

|ξ |
)]


2

(c > 0, b < 0),

z j(ξ ) =
(−Q∓

√
Q2 −4PS)R+2(P−SR)z j−1(ξ )+(Q∓

√
Q2 −4PS)z2

j−1(ξ )
2[P+Qz j−1(ξ )+Sz2

j−1(ξ )]
,

z0(ξ ) =
√

R tan(
√

Rξ ) (R > 0, n, j = 1,2, · · ·).

(50)

2)指数函数与双曲函数复合的无穷序列新精确解.

un(x, t) =
3i
√

bαβg1yn(ξ )±3
√

6bβh3z j(ξ )
∓
√

6αg1yn(ξ )+6i
√

bαβh3z j(ξ )
,

yn(ξ ) =
−ab2 −4abcyn−1(ξ )−b2cy2

n−1(ξ )
2abc+2b2cyn−1(ξ )+2bc2y2

n−1(ξ )
,

y0(ξ ) =


√
−b

[
1+ exp

(√
−2b
2 | ξ |

)]
√

2c
[
1− exp

(√−2b
2

|ξ |
)]


2

(c > 0,b < 0),

z j(ξ ) =
(−Q∓

√
Q2 −4PS)R+2(P−SR)z j−1(ξ )+(Q∓

√
Q2 −4PS)z2

j−1(ξ )
2[P+Qz j−1(ξ )+Sz2

j−1(ξ )]
,

z0(ξ ) =−
√
−R tanh(

√
−Rξ ) (R < 0,n, j = 1,2, · · ·).

(51)

3)指数函数与有理函数复合的无穷序列新精确解

un(x, t) =
3i
√

bαβg1yn(ξ )±3
√

6bβh3z j(ξ )
∓
√

6αg1yn(ξ )+6i
√

bαβh3z j(ξ )
,

yn(ξ ) =
−ab2 −4abcyn−1(ξ )−b2cy2

n−1(ξ )
2abc+2b2cyn−1(ξ )+2bc2y2

n−1(ξ )
,

y0(ξ ) =


√
−b

[
1+ exp

(√−2b
2

| ξ |
)]

√
2c
[
1− exp

(√−2b
2

|ξ |
)]


2

(c > 0, b < 0),

z j(ξ ) =
(−Q∓

√
Q2 −4PS)R+2(P−SR)z j−1(ξ )+(Q∓

√
Q2 −4PS)z2

j−1(ξ )
2[P+Qz j−1(ξ )+Sz2

j−1(ξ )]
,

z0(ξ ) =− 1
ξ

(R = 0, n, j = 1,2, · · ·).

(52)

在以上 (44)—(52)式中 ξ = x+
bβ
2

t, P, Q, S是不全为零的任意常数.

5 结 论

辅助方程法有关的诸多文献 (比如: 文

献[1—51]) 获得了如下成果: 1) 获得了非线性发

展方程的有限多个新精确解; 2)获得了非线性发展

方程的单函数型精确解,即 Jacobi椭圆函数、双曲

函数、三角函数和有理函数单独构成的精确解; 3)

获得了非线性发展方程的光滑孤立子解、紧孤立
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子解和尖峰孤立子解,未能获得这三种解复合的精

确解.

本文对辅助方程法有关的文献 [1—51] 进

行比较分析, 总结了这些成果的共同特点, 即

构造性和机械化性特点. 在此基础上, 深刻领

会构造性和机械化性特点的内涵, 获得了如下

新结论: 1) 获得了第二种椭圆方程的 Riemann

theta 函数等新解以及相应的 Bäcklund 变换; 2)

为了获得非线性发展方程的复合型无穷序列

新精确解, 给出非线性发展方程的一种形式解;

3)结合与 Riccati方程的 Bäcklund变换和解的非线

性叠加公式, 在符号计算系统 Mathematica的帮助

下,构造了 mKdV方程 (4)的无穷序列复合型新精

确解 (见本文中给出的 (44)—(52)式).

利用辅助方程法的构造性和机械化性特点,可

以获得第二种椭圆方程的 Riemann theta函数等广

义函数解. 在此基础上, 根据第二种椭圆方程的

Bäcklund 变换, 选择非线性发展方程的形式解, 比

较简便地获得非线性发展方程的新解.
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Abstract
Riemann theta function and other several kinds of new solutions to the second kind of elliptic equation are obtained to construct

the infinite sequence complexiton solutions of nonlinear evolution equations. Based on this, applying Bäcklund transformation and
nonlinear superposition formula of the solutions to the second kind of elliptic equation and Riccati equation, mKdV equation is chosen
as an example to seek infinite sequence new complexiton solutions with the help of symbolic computation system Mathematica, which
are composed of Riemann theta function, Jacobi elliptic function, hyperbolic function, triangular function and rational function in
several forms.
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