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自旋 -轨道耦合玻色 -爱因斯坦凝聚势垒

散射特性的研究*
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(北京理工大学物理学院,北京 100081 )

( 2012年11月15日收到; 2013年1月14日收到修改稿 )

对自旋 -轨道耦合玻色 -爱因斯坦凝聚中的双势垒散射问题进行了研究,得到了系统透射系数的解析表达式,

并对如何克服 Klein隧穿以及如何束缚 Dirac粒子进行了讨论并给出囚禁 Dirac粒子的实验方案.此外,运用时间劈

裂谱方法对 Dirac粒子势垒散射问题进行了数值模拟. 分析了 Dirac粒子分别在势垒 Klein阻塞区域中心以及边缘

的透射情况. 最后从排斥和吸引相互作用两方面研究了非线性相互作用对于 Dirac粒子演化的影响,结果表明弱非

线性相互作用对散射特性的影响非常小,而强非线性相互作用会彻底破坏波包的动量分布,从而改变 Dirac粒子的

势垒散射效果．
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1 引 言

在提出 Dirac方程之后不久, Klein就对方程进
行研究并发现了著名的 Klein佯谬 [1],而这种相对
论现象在过去几十年中由于技术上的种种原因根

本无法通过实验进行直接观测. 此外, 很多微观粒
子相对论效应的研究也都停留在理论层面. 然而,
就在不久前由 NIST 小组完成的自旋 - 轨道耦合
(SOC)玻色 -爱因斯坦凝聚 (BEC)的工作 [2],给这
个领域带来了一个新的机遇,为相对论量子效应的
研究提供了一个理想的实验平台.
众所周知,自旋 -轨道耦合相互作用是原子内

部的固有特性,它是产生自旋霍尔效应 [3,4] 以及拓

扑绝缘体的根源 [5−7]. 在过去几十年中,对于 SOC
的研究一直都是物理学研究中的重要问题.近十几
年,随着对于 BEC研究的日渐成熟,以及对于 BEC
与人造规范势相互作用的深入研究,人们发现将玻
色凝聚体放入非阿贝尔的人造规范势中就可以产

生 SOC BEC[8−14]. 从 SOC BEC 的哈密顿量出发,
经过本征态的投影,可以很容易得到等价的相对论

Dirac方程. 因此, SOC BEC的实现,为我们观测微
观粒子相对论效应提供了一个很好的实验平台,这
很大程度上激发了人们对于超冷原子相对论效应

的研究热情.近几年,虽然国内外关于 BEC非线性
效应的研究层出不穷. 但直到目前为止,运用 SOC
BEC 来模拟 Dirac 粒子的非线性现象的工作却很
少 [15]. 本文重点研究相对论 Dirac粒子的势垒散射
问题,以及非线性相互作用在散射过程中对波包的
影响.
本文分为四个部分,第二部分给出本文所用的

理论模型; 结果和讨论在文章的第三部分给出;在
文章的第四部分对全文进行了总结.

2 模 型

2.1 理论模型

从含大失谐的 Λ 型两能级超冷 BEC 系统出
发 [15], 可以利用自旋轨道耦合近似地得到准自
旋 1/2 的费米子系统. 考虑原子质量为 m 的 N 玻
色子自旋轨道耦合 BEC, 系统的有效哈密顿量为
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子的有效静质量, Vt , Vb 分别代表囚禁势和中心势

垒的势能. κy = κ cosφ , κz = κ sinφ ,其中 κ 为激光
的波数 φ 是激光与 y轴的夹角. Ω , ∆ 为三能级 Λ
结构中能级间耦合的拉比频率, 其中 ∆ 为大失谐.
从这个哈密顿量出发,考虑系统为非常稀薄的 BEC
气体,我们可以忽略 p2

y 项以及 vz 项这些高阶小量.
σy和 σz为泡利矩阵,经过化简可以得到如下的沿 y
轴方向一维非线性 Dirac方程 [15]:

ih̄∂tΨ = HNDΨ , (1)

其中 HND =−ih̄vyσy∂y + γzσz +g |Ψ |2 +Vt +Vb, g是
非线性系数. 在实验上 vy, γz, g 都是可调参数. 方
程中的变量可以通过对后面的这些系统的基本参

量进行重新调整使其无量纲化: t ∼ γz

h̄
t, y ∼ γz

h̄vy
t,

Ψ ∼
√

h̄vy

Nγz
Ψ . 于是, 得到了无量纲的一维非线性

Dirac方程:

i∂tΨ = (−iσy∂y +σz +g0 |Ψ |2 +VT +VB)Ψ , (2)

这里 VT = Vt/γz, VB = Vb/γz 分别是无量纲后的有

效势阱与势垒的高度, g0 =
N

h̄vy
g 是系统的有效两

体相互作用系数. 首先, 不考虑非线性相互作用的
情况下, 对系统双势垒散射问题进行求解. 我们令
g0 = 0. 势能空间分布如下:

VB(y) =



0 y < 0,

V1 0 6 y < d,

0 d 6 y < d +L,

V2 d +L 6 y < 2d +L,

0 y > 2d +L,

(3)

这种情况下，在各个区域满足方程 (2) 的波函数
为 [1]
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 ik
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此处取自然单位 h̄ = c = 1, d 代表势垒的宽度,
为便于计算, 研究中我们令所有势垒的宽度都
相同; L 代表两个势垒之间的宽度; k =

√
E2 − γ2

z

代表自由粒子的波矢量, k1 =
√
(V1 −E)2 − γ2

z 和

k2 =
√

(V2 −E)2 − γ2
z 分别代表在第一个势垒中和

第二个势垒中的波矢量. 为了研究双势垒隧穿特性,
运用各区域的波函数 (4) 在 x = 0, d, d +L, 2d +L
处的连续性条件. 经计算, 得到如下透射系数表达
式:

T =t2
5 , (5)
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, (6)

其中 A = e ikd , A1 = e ik1d , A2 = e ik2d , B = e ikd ,
s = E − γz, s1 =V1 −E − γz, s2 =V2 −E − γz.

3 结果及讨论

从透射系数的解析表达式 (5)出发, 可以很容
易地得到当 V1 =V2 时,表达式 (5)退化到文献 [16]
中相同的双势垒散射的情况. 进一步如果让 L = 0,
表达式则回到我们所熟知的 Dirac粒子单势垒散射
的透射系数表达式 [1]. 为了避免两个势垒之间的
共振影响 [15], 我们首先考虑两个势垒紧靠在一起
(L = 0)的情况.
图 1所示为双势垒散射的透射系数随着 BEC

初始能量的变化关系, 其中势垒高度 V1 = 9, 势
垒宽度 d = 10. 图 1(a) 给出两个势垒高度差

100306-2



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 10 (2013) 100306

∆V = |V1 −V2| 6 2γz 时的情况, 显然这种情况下,
前后两个势垒的 Klein 阻塞区域得到有效的叠加,
使得 Dirac粒子不可穿透区域得到扩大.如图 1(b)
所示, 我们将第二个势垒高度抬高一个很小的值,
这样就在两个势垒 Klein 阻塞区域中间露出一条
可以通过的能量缝隙,当入射能量满足这个特定值
时粒子就可以透过势垒. 利用上述特性可以在实
验上设计此类装置进行单能粒子的筛选.同样利用
Klein 阻塞区域的这种叠加特性, 若让势垒高度差

∆V 6 2γz 的多个势垒依次放置在散射路径上并且

令势垒高度最低的势垒 V1 6 2γz, 这样各个势垒的

Klein 阻塞区就可以形成有效的弥补, 从而使能量

在 γz < E 6Vmax + γz 范围内的所有 Dirac粒子最终

全部反射. 在空间特定区域左右各设置一个这样的

势垒,就可以把 Dirac粒子囚禁在空间特定的区域.

利用时间劈裂谱方法 [17] 数值模拟得到的

Dirac粒子波函数随时间的演化情况, 如图 2所示.

图 1 双势垒高度差等于和不等于 2γz 时的粒子透射系数

图 2 k取在单个势垒 Klein阻塞区域中心时,波包随时间的演化
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图 2中在−60 < y 6−10和 10 < y 6 60处放置 5个
依次紧靠的势垒. 每个向外侧的势垒都比内侧的势
垒高 ∆V = 2, 最靠近中心的势垒 V1 = 2. 如图 2(a)
所示,当不考虑粒子相互作用时, Dirac粒子基本上
被很好地束缚在 −20 < y 6 20 (此处,势垒 V = 4起
主要作用)的空间区域.随着非线性的增强,一部分
粒子摆脱束缚跑到势垒范围之外, 如图 2(b) 和 (c)
所示. 当非线性很大时,如图 2(d)所示，绝大多数
粒子可以穿过势垒到达囚禁区域之外.
图 3所示为当把粒子初始波数 k取在前后两个

势垒 Klein阻塞区域交界处的情况. 在这种情况下,
在 y = 20处发生了部分透射. 一部分粒子在 V = 4
势垒处反射,而另一部分粒子可以透过这个势垒而
进入该势垒所在的空间区域,而当它们碰到下一个
势垒 (V = 6)时被反射回来, 当反射回来的这部分
粒子再次遇到V = 4的势垒后,又发生部分透射. 如
图 3所示,这样就在空间区域 −20 < y 6 20之间形

成了明暗相间的干涉条纹,并有一部分粒子被囚禁
在 −30 < y 6−20和 20 < y 6 30这两块区域 (如图
3(a)和 (b)所示). 随着非线性系数 g的增强，粒子
渐渐克服势阱壁的阻挡, 跑到束缚势阱之外, 此时
干涉条纹也随之消失.对比图 2和图 3,发现当原子
间相互作用非常大的时候,这种相互作用对系统影
响开始起到主导作用,使得大部分粒子能够透过势
阱壁.
下面讨论当 g < 0的情况. 如图 4所示，吸引

相互作用很小时 (如图 4(b)),波包随着时间的演化
逐渐由原先单个波包变为三个波包. 这种非线性相
互作用与 Dirac粒子散射现象叠加在一起形成了非
常复杂的演化图样. 为了更好地研究非线性相互作
用对于波包演化的影响,我们直接令初始波包有效
速度为零并撤掉势阱,使其得以在空间内没有障碍
地演化. 图 5和图 6分别是考虑排斥和吸引相互作
用下的演化情况.

图 3 k在 Klein阻塞区域交界处时波包随时间的演化

图 5(a) 为 Dirac 粒子自由膨胀的情况, 图

5(b)—(d) 为考虑原子间相互作用的情况. 如图 5

所示，当排斥相互作用不大时, 波包会缓慢地膨

胀. 而当排斥相互作用非常大时, BEC 分裂为三

个主要部分, 其中两部分以大小相等方向相反的

速度向外飞行, 另一部分在质心附近缓慢扩展. 其

物理理解为: 靠近中心的粒子受到来自大小基本

相同而方向恰好相反的排斥力, 因此这种排斥力

的大小对中心部分影响不大. 但是, 边缘上的粒子

会受到非常大的排斥相互作用, 因此会脱离原先

波包范围向外飞出去. 由于我们在 BEC 中考虑

的相互作用为短程相互作用, 因此飞出去后的粒
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子不再受中心 BEC 的控制, 因此呈现匀速的高密
度的向两侧飞行的两束粒子. 显然, 非线性相互
作用会破坏初始波函数的动量分布,使得初始动量

为 0的波函数变为具有 ±k的两个组分. 这就是在
考虑相互作用时,原先囚禁 Dirac粒子的势阱无法
再束缚粒子的原因.

图 4 吸引相互作用下 Dirac粒子波包随时间的演化

图 5 初速度为零情况下排斥相互作用对波包演化的影响
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图 6 为吸引相互作用下的情况. 如图 6(b) 所
示,当相互作用很小时,波包会呈现呼吸子状态,这
是由于吸引相互作用会首先将粒子拉向质心,当粒
子被挤压到一个很小的区域后,粒子间出现强烈的
排斥相互作用, 这使得波包向外膨胀恢复到原状.
随着相互作用的增强, 波包变得更加紧密, 这就会
导致部分粒子受到的排斥力会超过粒子的吸引相

互作用，从而脱离原先波包范围向外飞出,而剩下
的中心区域粒子依然保持呼吸子态演化,如图 6(c)
所示. 随着吸引相互作用的继续增大,波包的中心
部分粒子越来越少并最终消失,而两侧具有动量的
粒子数不断增多,如图 6(d)所示. 从图 6中很显然
可以看到, 非线性相互作用越大, 两侧波包的初速
度就越大.

图 6 初速度为零情况下吸引相互作用对波包演化的影响

4 结 论

本文在 Dirac 粒子势垒散射的研究中, 发现
Klein阻塞区域的中心与边缘对于 Dirac粒子的散
射现象有着很大的不同. 当入射能量在势垒 Klein
阻塞边缘时会发生部分透射,最终导致产生干涉条
纹. 而当能量在 Klein阻塞中心时,基本可以达到全
反射的效果.这说明理论上的 Klein阻塞区域并不
能完全阻挡 Dirac粒子,而真正能使 Dirac粒子全反
射的区域应当比理论给出的区域小. 当囚禁 Dirac
粒子时应当选取势垒高度差小于两倍有效质量的

势垒,从而尽量减少 Klein阻塞边缘处的这种影响.

除此之外, 本文分别从排斥和吸引的角度, 研究了

非线性相互作用对于散射过程的影响.当非线性相

互作用增大时,会使原先可以囚禁住的粒子部分透

射出囚禁区域. 当非线性很大时, 粒子基本全部透

射. 最后,我们令波包初始速度为 0,研究非线性项

对于波包演化过程的影响.发现两种非线性相互作

用都会导致波包分裂, 得到碎裂的 BEC.而中心部

分 BEC在排斥和吸引相互作用下分别表现为扩展

和呼吸子状态.
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Abstract
In this paper, the phenomenon of double barrier scattering in spin-orbit coupling Bose-Einstein condensate is studied and the

analytical expression of transmission coefficient of the system is therefore obtained. On the basis of the above study, how to deal with
Klein tunneling and bound Dirac particles is also discussed to devise an experimental scheme of trapping Dirac particles in captivity.
Besides, numerical simulation of the barrier scattering pattern of Dirac particles is performed in this paper by the time splitting spectral
method. Through the analysis of transmission situation of Dirac particles directing at the Klein barrier in both the center and margin
part of blocked area and the study of the influence of non-linear interaction on the evolution of Dirac particles from both repelling and
attracting effect, the conclusion can be drawn that although the influence of non-linear interaction on scattering property of particles is
negligible to some extent, the strong non-linear interaction will completely destroy the momentum distribution of wave packets so that
the result of barrier scattering of Dirac particles can be dramatically changed.
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