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基于无模型方法的混沌系统自适应控制
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传统的混沌控制方法大多需要获知混沌系统的模型知识,但是工业实际中系统的参数经常是未知的,与此同时

系统建模过程当中经常会不可避免地存在未建模的动态不确定性,这种情况下常规的混沌控制方法不能取得优化

的控制性能指标．为解决此问题,提出了一类基于无模型方法的混沌系统自适应控制算法．该算法基于数据驱动,

无需混沌系统的先验知识,无需训练过程,在线调整参数较少,是一种低成本的控制器．数学证明了该控制系统的

稳定性,仿真结果说明了这种理论的有效性．
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1 引 言

自从 Lorenz 于 1963 年发现混沌吸引子以
来 [2], 随着不断的深入研究, 人们认识到混沌现
象广泛存在于自然界和人类社会中．由于混沌运

动特有的 “蝴蝶效应” 和长时间发展趋势的不可
预见性, 因此混沌应用的关键环节在于混沌控制．
1989 年 Hubler 发表了控制混沌的第一篇文章 [3]．

1990年 Ott, Grebogi和 Yorke提出了 OGY方法 [4]．

十多年来, 混沌控制和同步的研究得以蓬勃发展,
这一方向迅速成为混沌研究领域的重要热点．人

们提出了多种控制混沌的方法,如反馈控制、自适
应控制、延迟反馈控制、滑模变结构控制、优化

控制和模糊控制等 [1]．这些方法大多需要获知混

沌系统的模型知识,在系统模型未知或者存在大量
不确定性时, 将很难适用. 而且建立受控系统的状
态空间模型、输入输出模型、模糊规则或网络模

型不是一件容易的事情,有时甚至是不可能的. 即
使可以建立受控系统的数学模型,未建模动态也不
可避免．基于数学模型所设计的混沌控制系统,在
实际应用中就有可能出现问题,变成不安全的控制
系统.近几年发展起来的无模型自适应控制 (model
free adaptive control, MFAC) 思想是一种基于数据

驱动的递推设计方法,将伪偏导数估计算法和控制
器设计结合在一起,控制器设计仅需要被控系统量
测 I/O数据,无需任何模型信息 [5−8]. 但将该方法引
入混沌控制领域还未发现有相关文献,为了弥补现
有混沌控制方法的不足,本文基于无模型自适应控
制方法的思想设计了一类混沌控制算法,并且从数
学角度证明了该控制算法的稳定性.

2 非线性混沌系统动态线性化方法

从本质上讲混沌系统属于非线性系统的范畴,
目前发展起来的针对非线性化系统研究和应用的

成熟方法,其基本思想可概括为利用线性化的方法
将原非线性系统转化到线性系统的框架中再进行

研究.典型的线性化方法有反馈线性化、Taylor线
性化、分段线性化、正交函数逼近线性化等. 这几
种线性化方法都侧重于数学意义下的模型转化,即
非线性函数的线性逼近.它们要么需要系统模型的
精确信息,要么不同程度地忽略了函数线性化给控
制器设计或系统分析可能带来的影响 [9,13]. 换句话
说,这些线性化方法的目的并不是为控制系统设计
的. 这里基于伪偏导数等新概念, 介绍了一种新型
的混沌系统线性化方法—–动态线性化技术,它是
一种基于输入输出增量形式的动态线性化数据模
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型,其理论的目的在于控制系统设计的线性化方法,
具有结构简单、可调参数适中、方便控制器设计、

方便输入输出数据的直接利用等特点.

假设离散时间非线性混沌系统如下

y(k+1) = f (y(k), · · · ,y(k−ny),

u(k), · · · ,u(k−nu)), (1)

其中 u(k) ∈ R, y(k) ∈ R分别表示 k时刻混沌系统的

输入和输出.

提出如下一些假设.

假设 1 函数 f 关于第 (nu +ny +2)个变量的
偏导数是连续的.

假设 2 (1) 式非线性混沌系统是广义 Lips-
chitz的,对任意 k1 ̸= k2, k1,k2 > 0和 u(k1) ̸= u(k2),
|y(k1 +1)− y(k2 +1)| 6 b |u(k1)−u(k2)| 成立, 其中
y(ki + 1) = f (y(ki), · · · ,y(ki − ny),u(ki), · · · ,u(ki −
nu)), i = 1,2, b > 0是常数.

从实际角度出发, 这些对于混沌控制对象的
假设是合理且可以接受的. 假设 1 是在控制系统
设计中对一般非线性混沌系统的一种典型约束

条件. 假设 2 是对系统输出变化率上界的一种限
制, 从能量角度来看, 有界的输入能量变化应产
生有界的输出能量变化. 为方便定理的叙述, 记
∆y(k+1) = y(k+1)− y(k)为相邻时刻的输出变化,
∆u(k) = u(k)− u(k− 1) 为相邻两个时刻的输入变
化.

定理 1 对于满足假设 1 和假设 2 的非线性
混沌系统 (1),当 |∆u(k)| ̸= 0时,一定存在一个被称
为伪偏导数的时变参数 ϕc(k) ∈ R,使得系统 (1)可
以转化为如下动态线性化数据模型:

∆y(k+1) = ϕc(k)∆u(k), (2)

并且 |ϕc(k)|6 b.

证明 由 (1)式知

∆y(k+1) = f
(
y(k), · · · ,y(k−ny),

u(k), · · · ,u(k−nu)
)

− f
(
y(k), · · · ,y(k−ny),u(k−1),

u(k−1), · · · ,u(k−nu)
)

+ f
(
y(k), · · · ,y(k−ny),u(k−1),

u(k−1), · · · ,u(k−nu)
)

− f
(
y(k−1), · · · ,y(k−ny −1),

u(k−1), · · · ,u(k−nu −1)
)
, (3)

令

ψ(k) = f
(
y(k), · · · ,y(k−ny),u(k−1),

u(k−1), · · · ,u(k−nu)
)

− f
(
y(k−1), · · · ,y(k−ny −1),

u(k−1), · · · ,u(k−nu −1)
)
.

由假设 1和微分中值定理, (3)式可写为如下形式：

∆y(k+1) =
∂ f ∗

∂u(k)
∆u(k)+ψ(k), (4)

其中 ∂ f ∗/∂u(k) 表示 f (· · ·) 关于第 (ny +2) 个变
量的偏导数在 [y(k), · · · ,y(k − ny),u(k − 1),u(k −
1), · · · ,u(k − nu)]

T 和 [y(k), · · · ,y(k − ny),u(k),u(k −
1), · · · ,u(k− nu)]

T 两点之间某点处的值. 对每一个
固定时刻 k,考虑以下含有变量 η(k)的方程

ψ(k) = η(k)∆u(k), (5)

由于 |∆u(k)| ̸= 0,故方程 (5)一定存在解 η∗(k).
令 ϕc(k) = η∗(k)+∂ f ∗/∂u(k),方程 (4)就可以

写成 ∆y(k+1) = ϕc(k)∆u(k). 再利用假设 2,则立即
得到 |ϕc(k)|6 b.
伪偏导数 ϕc(k)显然是一个时变参数. 从以上

证明中可以看出 ϕc(k)与到采样时刻 k为止的系统

输入输出信号有关. ϕc(k) 可以认为是某种意义下

的一种微分信号,且对任意时刻 k 有界. 在实际系
统中, 如果采样周期和 ∆u(k) 的值不是很大, ϕc(k)

可以看成是一个慢时变参数,这样从理论上就可以
设计参数估计器来对其进行估计,进而可以实现对
原非线性混沌系统的自适应控制. 另外, 动态线性
化数据模型 (2)式是一种精确等价的、基于 I/O数
据的、目的于混沌控制系统设计的线性化模型,这
与其他线性化方法有着本质的区别; 相比较而言,
Taylor线性化给出的仅仅是一种近似模型,因为该
方法会将 Taylor展开后的高阶项忽略.动态线性化
数据模型 (2)式不依赖于原系统的结构和参数, 而
只与由混沌系统产生的 I/O数据有关. 动态线性化
数据模型 (2)式给出的是关于输入信号增量和输出
信号增量之间的一种直接映射关系,在下一节的设
计中将会发现这种线性化方法给控制系统设计带

来了极大的便利,因此它被认为是一种目的于控制
系统设计的线性化方法. 在定理 1 中要求对所有
时刻 k 都满足 |∆u(k)| ̸= 0. 实际上, 如果在某些采
样时刻出现 ∆u(k) = 0 的情形, 此时可以向前移动
σk ∈ Z+个采样时间直到 u(k) ̸= u(k−σk)成立后再

按照相同的方法进行线性化.
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3 基于动态线性化方法的无模型自适
应控制系统设计

3.1 控制算法

通常情况下, 对于离散时间系统, 一方面由最
小化一步向前预报误差准则函数推导出的控制律

算法,在实际过程中往往会产生比较大的控制输入
作用, 使控制系统本身遭到破坏. 另一方面由最小
化加权一步向前预报误差准则函数而得到的控制

律算法, 也有其缺陷性, 即有可能产生比较大的稳
态跟踪误差. 分析上面两种控制算法的缺点以后,
本文混沌系统控制问题考虑如下控制输入准则函

数：

J(u(k)) = |y∗(k+1)− y(k+1)|2

+λ |u(k)−u(k−1)|2 , (6)

其中 λ > 0是一个权重因子,用来限制混沌系统控
制输入量的变化. y∗(k+1)为期望的输出信号.
将 (2) 式代入准则函数 (6), 根据最优条件

∂J(u(k))
∂u(k)

= 0, 同时为了使控制算法更具一般性

引入步长因子 ρ ,给出如下混沌系统的控制算法

u(k) =u(k−1)+
ρϕc(k)

λ + |ϕc(k)|2

× (y∗(k+1)− y(k)) . (7)

可见,该混沌控制算法 (7)式是一种基于数据驱动
的无模型自适应混沌系统控制算法. 控制算法中的
λ 限制了控制输入的变化 ∆u(k), 从而限制了非线
性系统 (1)可被动态线性系统 (2)替代的范围,进而
间接地限制伪偏导数值的变化. 实际上, λ 对系统
控制器的设计非常重要,适当选取 λ 可保证被控系
统的稳定性,并能获得较好的输出性能.

3.2 控制算法中的伪偏导数计算

由定理 1可知,满足假设 1和假设 2的非线性
混沌系统可由带有时变参数 ϕc(k) 的动态线性化

数据模型 (2)式来表示. 为了利用该数据模型设计
控制系统, 需要设计估计算法来估计未知的参数
ϕc(k).
传统的参数估计准则函数是极小化系统模型

输出与真实输出之差的平方. 然而, 在应用由此类
准则函数推导出的参数估计算法时,其参数的估计
值经常变化太快,或者对某些突变的不准确的采样

数据 (可能由于干扰或者传感器失灵等原因引起
的)过于敏感. 为此,针对本文非线性混沌系统,用
如下估计准则函数

J(ϕc(k)) = |y(k)− y(k−1)−ϕc(k)∆u(k−1)|2

+µ
∣∣ϕc(k)− ϕ̂c(k−1)

∣∣2 , (8)

其中 µ > 0是权重因子.

同 (7)式推导过程根据最优条件
∂J(ϕc(k))

∂ϕc(k)
= 0,

可给出伪偏导数的估计算法

ϕ̂c(k) =ϕ̂c(k−1)+
η∆u(k−1)

µ +∆u(k−1)2

×
(

∆y(k)− ϕ̂c(k−1)∆u(k−1)
)
, (9)

其中 η 是步长因子, ϕ̂c(k)为 ϕc(k)的估计值, µ 是
对估计值变化量的惩罚因子.

3.3 控制方案

综合前面非线性混沌系统的控制算法及相应

伪偏导数估计算法,可以给出基于无模型方法的混
沌系统自适应控制方案如下

ϕ̂c(k) =ϕ̂c(k−1)+
η∆u(k−1)

µ +∆u(k−1)2

×
(
∆y(k)− ϕ̂c(k−1)∆u(k−1)

)
, (10)

ϕ̂c(k) = ϕ̂c(1),如果∣∣ϕ̂c(k)
∣∣6 ε 或 sign

(
ϕ̂c(k)

)
̸= sign

(
ϕ̂c(1)

)
, (11)

u(k) = u(k−1)+
ρϕ̂c(k)

λ +
∣∣ϕ̂c(k)

∣∣2 (y∗(k+1)− y(k)) ,

(12)

其中 ε 是一个充分小的正数, ϕ̂c(1)是 ϕ̂c(k)的初值.
在上述方案中, (11)式的引入是为了使伪偏导

数估计算法具有更强的对时变参数的跟踪能力. 该
方案中, 需要在线调整的只有一个一维的参数, 即
系统伪偏导数的估计值.从控制方案 (10)—(12)式
可以看出,该方案仅利用受控系统的 I/O数据进行
控制器设计,这是一种数据驱动的控制方法. 另外,
该控制方案与受控系统的显式或隐式的动力学模

型和系统结构信息均无关,因此它是一种无模型非
线性混沌系统的控制方法.

3.4 算法稳定性分析

下面基于压缩映射的方法分析无模型非线性

混沌系统控制算法的稳定性,为了以下的讨论更严
谨,我们进一步给出如下两个假设.
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假设 3 对某一给定的有界期望输出信号

y∗(k+ 1), 总存在一个有界的 u∗(k), 使得非线性混
沌系统在此控制输入信号的驱动下, 其输出等于
y∗(k+1).
假设 4 对任意时刻 k 及 ∆u(k) ̸= 0, 系统

伪偏导数的符号保持不变, 即满足 ϕc(k) > 0, 或
ϕc(k)< 0.
假设 3 是控制问题可设计求解的一个必要条

件.假设 4的物理意义很明显,即控制输入增加时,
相应的系统输出应该是不减的. 此条件也可以说是
非线性系统的一种 “拟线性系统” 特征. 很多实际
系统均能满足此条假设, 如温度控制系统, 压力控
制系统等.
定理 2 针对非线性混沌系统 (1)式, 在假设

1, 2, 3, 4满足的条件下,采用非线性混沌系统控制
方案 (10)—(12)式,存在一个正数 λmin > 0,使得当
λ > λmin 时有:

(a) lim
k→∞

|y∗− y(k+1)|= 0,

(b) {y(k)}和 {u(k)}为有界序列.
证明 定义 ϕ̃c(k) = ϕ̂c(k)−ϕc(k)为控制算法

中的伪偏导数估计误差,在参数估计算法 (10)式两
端同时减去 ϕc(k)可得:

ϕ̃c(k) =ϕ̂c(k−1)+
η∆u(k−1)

µ +∆u(k−1)2

×
(
∆y(k)− ϕ̂c(k−1)∆u(k−1)

)
−ϕc(k), (13)

代入 ∆y(k) = ϕc(k−1)∆u(k−1)得到:

ϕ̃c(k) =ϕ̂c(k−1)−ϕc(k−1)+
η∆u(k−1)

µ +∆u(k−1)2

×
(
ϕc(k−1)∆u(k−1)− ϕ̂c(k−1)∆u(k−1)

)
+ϕc(k−1)−ϕc(k).

又由于 ϕ̃c(k−1) = ϕ̂c(k−1)−ϕc(k−1)得到:

ϕ̃c(k) =
(

1− η∆u(k−1)2

µ +∆u(k−1)2

)
ϕ̃c(k−1)

+ϕc(k−1)−ϕc(k)

=

(
1− η +∆u(k−1)2

µ +∆u(k−1)2

)
ϕ̃c(k−1)

+ϕc(k−1)−ϕc(k). (14)

对 (14)式两边取绝对值运算得:∣∣ϕ̃c(k)
∣∣6 ∣∣∣∣(1− η∆u(k−1)2

µ +∆u(k−1)2

)∣∣∣∣ ∣∣ϕ̃c(k−1)
∣∣

+ |ϕc(k−1)−ϕc(k)| . (15)

由于 ∆u(k) ̸= 0,那么当取 0 < η 6 1和 µ > 0时,则
存在常数 d1,满足

0 6
∣∣∣∣(1− η∆u(k−1)2

µ +∆u(k−1)2

)∣∣∣∣6 d1 < 1. (16)

另一方面, 利用假设 2, 则得到 |ϕc(k)| 6 b, 所以
|ϕc(k−1)−ϕc(k)|6 2b.
利用 (15)和 (16)式我们有如下递推不等式:∣∣ϕ̃c(k)

∣∣6d1
∣∣ϕ̃c(k−1)

∣∣+2b

6d2
1
∣∣ϕ̃c(k−2)

∣∣+2d1b+2b 6 · · ·

6dk−1
1

∣∣ϕ̃c(1)
∣∣+ 2b(1−dk−1

1 )

1−d1
, (17)

上式意味着 ϕ̃c(k)有界. 又因为 |ϕc(k)|6 b有界,故
ϕ̂c(k)有界.
定义系统跟踪误差为

e(k+1) = y∗− y(k+1). (18)

将模型 (2)式代入 (18)式,结合 (12)式取绝对值运
算得:

|e(k+1)|= |y∗− y(k+1)|

= |y∗− y(k)−ϕc(k)∆u(k)|

6
∣∣∣∣∣1− ρϕc(k)ϕ̂c(k)

λ +
∣∣ϕ̂c(k)

∣∣2
∣∣∣∣∣ |e(k)| , (19)

由假设 4和 (11)式可知 ϕc(k)ϕ̂c(k)> 0.

令 λmin =
b2

4
. 利用不等式 α2 +β 2 > 2αβ , 并

选取 λ > λmin,则存在一个常数 M1 (0 < M1 < 1)使
得下式成立:

0 < M1 6
ϕc(k)ϕ̂c(k)

λ +
∣∣ϕ̂c(k)

∣∣2 6 bϕ̂c(k)

λ +
∣∣ϕ̂c(k)

∣∣2
6 bϕ̂c(k)

2
√

λ ϕ̂c(k)
<

b
2
√

λmin
= 1, (20)

其中 b是满足定理 1结论 |ϕc(k)|6 b的常数.
又根据 (20)式,以及 0 < ρ < 1和 λ > λmin,则

一定存在一个常数 d2 (d2 < 1),使得∣∣∣∣∣1− ρϕc(k)ϕ̂c(k)

λ +
∣∣ϕ̂c(k)

∣∣2
∣∣∣∣∣

=1− ρϕc(k)ϕ̂c(k)

λ +
∣∣ϕ̂c(k)

∣∣2 6 1−ρM1 , d2 < 1. (21)

结合 (19)和 (21)式有:

|e(k+1)|6d2 |e(k)|6 d2
2 |e(k−1)|6 · · ·

6dk
2 |e(1)| , (22)
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上式意味着定理 2结论 (a)成立, 也就是该控制算

法可控制非线性混沌系统到期望的输出. 另外, 由

于 y∗(k) 为常数, e(k) 收敛意味着 y(k) 有界. 利用(√
λ
)2

+
∣∣ϕ̂c(k)

∣∣2 > 2
√

λ ϕ̂c(k) 及 λ > λmin, 由 (12)

式给出如下不等式:

|∆u(k)|=

∣∣∣∣∣ρϕ̂c(k)(y∗− y(k))

λ +
∣∣ϕ̂c(k)

∣∣2
∣∣∣∣∣6

∣∣∣∣∣ ρϕ̂c(k)

λ +
∣∣ϕ̂c(k)

∣∣2
∣∣∣∣∣ |e(k)|

6
∣∣∣∣∣ ρϕ̂c(k)

2
√

λ ϕ̂c(k)

∣∣∣∣∣ |e(k)|6
∣∣∣∣ ρ
2
√

λmin

∣∣∣∣ |e(k)|
=M2 |e(k)| , (23)

其中 M2 = ρ
/(

2
√

λmin
)
是一个有界常数.

利用 (22)和 (23)式有:

|u(k)|

6 |u(k)−u(k−1)|+ |u(k−1)|

6 |u(k)−u(k−1)|+ |u(k−1)−u(k−2)|+ |u(k−2)|

6 |∆u(k)|+ |∆u(k−1)|+ · · ·+ |∆u(2)|+ |u(1)|

6M2 (|e(k)|+ |e(k−1)|+ · · ·+ |e(2)|)+ |u(1)|

6M2

(
dk−1

2 |e(1)|+dk−2
2 |e(1)|+ · · ·+d2 |e(1)|

)
+ |u(1)|< M2

d2

1−d2
|e(1)|+ |u(1)| , (24)

(24)式意味着定理结论 (b)成立,即系统是 BIBO稳

定的.

4 仿真研究

下面以混沌系统中常见的 Henon映射为例 [1]

来验证本文提出的基于无模型方法的混沌系统自

适应控制算法的正确性和有效性. 控制方案中没有

用到系统的任何模型信息.文中利用系统的模型仅

是为了产生系统的 I/O数据,并不参与系统控制器

的设计.

4.1 Henon映射的混沌现象

y(n+1) = A− y(n)2 +Bx(n),

x(n+1) = y(n),
(25)

假设可调参数 A = A0 + u(n), A0 为系统的标称值,

u(n) 为控制参数量的输入离散形式. 当 A = A0 =

1.4, B = 0.3时, 该系统呈现出混沌状态, 其分数维

是 1.3,令: yF = A0 − y2
F +BxF,

xF = yF,
(26)

则系统的一个不稳定不动点为:

yF = xF =
(

B−1+
√
(1−B2)+4A0

)/
2. (27)

混沌吸引子如图 1所示,可见系统呈显出明显的混
沌特性.

图 1 Henon映射系统的混沌吸引子

4.2 投入本文控制器后的混沌控制效果

系统初始条件设置为 u(1) = 0.5, u(2) = 1,
y(1) = 0.6, y(2) = 0.8及 ϕ̂c(1) = 2. 基于无模型方法
的混沌系统自适应控制方案 (10)—(12)式的步长因
子选取为 ρ = 0.6, η = 1; ε 设置为 10−5. Henon映
射 (25)式变形为以下形式：

y(n+1) = A− y(n)2 +By(n−1). (28)

同样令: A0 = 1.4, B = 0.3.
非线性混沌系统期望输出信号设为混沌系统

的一个不动点：

y∗(n+1) =yF = xF

=(B−1+
√
(1−B2)+4A0)/2

=0.8839.

当权重因子分别选为 λ = 0.1, λ = 0.08 时结果
如图 2 和图 3 所示. 可以看出系统跟踪性能良
好, 利用本文的混沌控制方法, 在 λ = 0.1 时, 当
n = 400左右时混沌系统被控制到了该不稳定不动
点 yF = xF = 0.8839 上; 在 λ = 0.08 时, 当 n = 125
左右时混沌系统被控制到了该不稳定不动点. 可见
利用本文方法只要参数选择恰当,即可实现对非线
性混沌系统的有效控制.
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图 2 λ = 0.1时的控制效果图

图 3 λ = 0.08时的控制效果图

5 结 论

本文介绍了一种基于无模型方法的混沌控制

系统自适应控制算法和方案,该方法对混沌系统进
行控制的过程中,仅利用系统的在线 I/O数据,无需
被控系统的模型信息,是一种数据驱动的无模型自
适应控制方法, 且在线调整参数较少, 是一种低成
本的控制器. 本文给出了该控制方案的稳定和误差
单调收敛的理论性分析,并通过仿真结果验证所提
方案的有效性.
然而关于这种新的基于无模型方法的混沌控

制方法还有很多问题值得进一步探讨与研究,如研
究如何在多维混沌系统中应用这种无模型的自适

应控制算法,利用该控制算法进行混沌系统的同步
控制问题,将这种新的混沌控制方法应用到更为复
杂的实际系统等等,这些都是可以进一步深入研究
的课题.
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Abstract
Conventional chaos control methods need model information of the chaos system, but model parameter is always unknown in

engineering practice and the dynamic uncertainty of model-building often appears inevitably. In this case it is impossible to acquire
best control performance index of optimization. To resolve this problem an adaptive control algorithm of chaotic systems based on
model free method is proposed. It is a low cost controller. With this method, we can easily know a priori knowledge of chaos
system only be adjusting a few parameters online without training before hand. We prove that this algorithm has a good stability
mathematically. Simulation results show the effectiveness of this theory.
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