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非线性系统的非对角 Berry相
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研究了非线性系统中非对角情况的 Berry相位,给出了非线性非对角 Berry相位的计算公式. 结果表明,在非线

性非对角情况下,总相位包含有动力学相位,通常意义的 Berry相位,以及非线性引起的附加相位. 此外,还包含有非

对角情况时所特有的新的附加项.这新的一项表示,当系统哈密顿慢变时产生的 Bogoliubov涨落,与另一个瞬时本

征态之间的交叉效应,进而对总的 Berry相位产生影响.作为应用,对二能级玻色爱因斯坦凝聚体系,具体计算了非

线性非对角的 Berry相位.
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1 引 言

近年来,非线性量子力学在物理学中的作用正

在逐渐增加. 例如对玻色 -爱因斯坦凝聚 (BEC)现

象 [1−5], 其动力学方程是非线性的 Gross-Pitaevskii

方程; 又例如光束在非线性光子晶格中传播时, 其

方程是含有饱和非线性的薛定谔方程 [6,7], 等等.

在线性系统中, 有关对角和非对角 Berry 相位问

题引起了人们很大兴趣, 对其研究的热情延续至

今 [8−12]. 在非线性系统中,如何计算对角 Berry相

位,已有讨论 [13−15]. 在此基础上,文献 [16]给出了

Berry相与 Hannay角之间的解析表达式,文献 [17]

讨论了绝热几何相在临界点处的跃变.但如何计算

非线性非对角的 Berry相位,仍需进一步讨论.

2 非线性量子力学的非对角 Berry相

2.1 非线性量子力学和非对角几何相

设系统的状态由波函数 |Φ⟩描述,系统的哈密

顿量是厄米的,为

H++G+(Φ ,Φ∗) = H +G(Φ ,Φ∗), (1)

式中 H 是不含非线性项的哈密顿量, G(Φ ,Φ∗)

是宗量为 Φ 和 Φ∗ 的函数, 描述系统中的非

线性行为. 系统的哈密顿量依赖一组外参数

R(R1,R2, · · ·), 系统的动力学演化由无量纲非线性
Schrödinger方程 [3−5]

i
∂
∂ t

|Φ⟩= [H +G(Φ ,Φ∗)]|Φ⟩ (2)

支配,方程 (2)在第一类规范变换 |Φ⟩ → e iη |Φ⟩下
具有不变性, η 为一常数. 规范对称意味着总粒子

数守恒,即 ⟨Φ |Φ⟩= 1.

为讨论非对角的 Berry 相位, 需考虑系统的

另一个状态 ⟨Ψ | 的影响, ⟨Ψ | 满足无量纲非线性
Schrödinger方程

−i
∂
∂ t

⟨Ψ |= ⟨Ψ |[H +G(Ψ ,Ψ ∗)]. (3)

设状态 |Φ⟩ 的投影空间矢量为 |φ⟩, 状态 ⟨Ψ | 的
投影空间矢量为 ⟨ψ|, 系统的非对角 Berry 相位是

β (ψ,φ),把 |Φ⟩= e−iβ (ψ ,φ)|φ⟩和 ⟨Ψ |= e iβ (ψ,φ)⟨ψ |,
分别代入 (2), (3)式得

dβ (ψ,φ)
dt

|φ⟩=[H +G(φ,φ∗)]|φ⟩− i
∂
∂ t

|φ⟩, (4)

dβ (ψ,φ)
dt

⟨ψ |=⟨ψ|[H +G(ψ ,ψ∗)]
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+

(
i

∂
∂ t

⟨ψ |
)
. (5)

为计算系统的非线性非对角 Berry 相 β (ψ ,φ), 对
(4)式左乘 ⟨ψ|,对 (5)式右乘 |φ⟩,考虑到当系统存
在非线性时, ⟨ψ |φ⟩不一定为 0. 当 ⟨ψ |φ⟩ ̸= 0时,对
结果相加,然后相再加上结果的厄米共轭,得

2
dβ (ψ,φ)

dt
(⟨ψ |φ⟩+ ⟨φ|ψ⟩)

=⟨ψ|[H +G(φ,φ∗)]|φ⟩+ ⟨ψ|[H +G(ψ,ψ∗)]|φ⟩

+ ⟨φ|[H +G(φ,φ∗)]|ψ⟩+ ⟨φ|[H +G(ψ ,ψ∗)]|ψ⟩

− i
⟨

ψ
∣∣∣∣ ∂
∂ t

∣∣∣∣φ⟩+ i
(

∂
∂ t

⟨
φ
∣∣∣∣)|ψ⟩

− i
⟨

φ
∣∣∣∣ ∂
∂ t

∣∣∣∣ψ⟩
+

(
i

∂
∂ t

⟨
ψ
∣∣∣∣)|φ⟩, (6)

在 (6)式的计算中要用到两个状态 ψ 和 φ .

2.2 绝热近似和非对角 Berry相

现在考虑外参数 R(R1,R2, · · ·) 经历一个绝热
过程,初始时刻处于本征态上的系统经过绝热演化
后,仍回到同一个本征态上,仅在相位上发生改变,
这表明对 Berry相的计算可在本征态上进行. 对非
线性系统,瞬时本征方程为

[H +G(φ̄, φ̄∗)]|φ̄⟩= µ(φ̄, φ̄∗)|φ̄⟩. (7)

方程 (7)定义了非线性系统的瞬时本征函数 |φ̄⟩和
本征值 µ(φ̄, φ̄∗),它们都是参数 R的函数. 对另一
个本征值 µ(ψ̄, ψ̄∗)和对应的本征态 |ψ̄⟩,满足瞬时
本征方程

[H +G(ψ̄ , ψ̄)]|ψ̄⟩= µ(ψ̄, ψ̄∗)|ψ̄⟩. (8)

对于非线性量子力学情况,当 µ(ψ̄, ψ̄∗) ̸= µ(φ̄, φ̄∗)

时, ⟨ψ̄|φ̄⟩不一定为零.
在绝热近似下,考虑参数矢量 R随时间缓慢变

化,且在参数空间形成闭合回路. 按文献 [15]的方

法,引入量纲为一的绝热参数 ε ≈
∣∣∣∣ dR

dt

∣∣∣∣作为衡量参
数变化快慢的尺度. 当绝热参数趋于零时, 可将波
函数在瞬时本征态附近做绝热微扰展开 [15]:

|φ⟩= |φ̄⟩+ |δφ⟩, |ψ⟩= |ψ̄⟩+ |δψ⟩.

忽略掉高阶项,即令

d
dt
|δφ⟩= 0,

d
dt
|δψ⟩= 0;

dβ (ψ ,φ)
dt

|δφ⟩= 0,
dβ (ψ ,φ)

dt
|δψ⟩= 0.

当 ⟨ψ̄ |φ̄⟩ ̸= 0时,令C = ⟨ψ̄|φ̄⟩+ ⟨φ̄|ψ̄⟩. 利用本征方
程 (7)式和 (8)式, (6)式成为

dβ (ψ̄, φ̄)
dt

=λD(ε0)+λB(ε1)+λBD(ε1)

+λNL(ε1)+o(ε2). (9)

(9)式中各项的意义如下,等式右边第一项

λD(ε0) =
1
2
[µ(ψ̄, ψ̄∗)+µ(φ̄, φ̄∗)] (10)

对应着动力学相位, 在非对角情况下, 与两个态 ψ̄
和 φ̄ 的本征值有关. 等式右边第二项

λB(ε1) =− i
2C

i
[
⟨ψ̄ | ∂

∂ t
|φ̄⟩−

(
∂
∂ t

⟨φ̄|
)
|ψ̄⟩

+ ⟨φ̄| ∂
∂ t

|ψ̄⟩−
(

∂
∂ t

⟨ψ̄ |
)
|φ̄⟩

]
(11)

是非对角情况下的 Berry联络,在线性情况下回到
通常的 Berry联络. 等式右边第三项为

λBD(ε1) =
1

2C

{
µ(φ̄, φ̄∗)

(
⟨δψ|φ̄⟩+ ⟨φ̄|δψ⟩

)
+µ(ψ̄, ψ̄∗)(⟨ψ̄ |δφ⟩+ ⟨δφ |ψ̄⟩)

+ ⟨ψ̄ |[H +G(φ̄, φ̄∗)]|δφ⟩

+ ⟨φ̄|[H +G(ψ̄, ψ̄∗)]|δψ⟩

+ ⟨δψ |[H +G(ψ̄, ψ̄∗)]|φ̄⟩

+ ⟨δφ |[H +G(φ̄, φ̄∗)]|ψ̄⟩
}
, (12)

这一项是非对角情况所特有的,不管系统是线性的
或非线性的, 这一项都存在. 它表示在非对角情况
下, 系统哈密顿慢变时产生的涨落不断积累, 引起
系统中一个瞬时本征态与另一个本征态附近的涨

落之间的交叉效应,进而对总的 Berry联络产生影
响.等式右边第四项为

λNL(ε1) =
1

2C

{
⟨ψ̄|

[
∂G(φ,φ∗)

∂φ
δφ +

∂G(φ,φ∗)

∂φ∗ δφ∗

+
∂G(ψ,ψ∗)

∂ψ
δψ +

∂G(ψ,ψ∗)

∂ψ∗ δψ∗
]
|φ̄⟩

+ ⟨φ̄|
[

∂G(φ,φ∗)

∂φ
δφ +

∂G(φ,φ∗)

∂φ∗ δφ∗

+
∂G(ψ,ψ∗)

∂ψ
δψ

+
∂G(ψ,ψ∗)

∂ψ∗ δψ∗
]
|ψ̄⟩

}
, (13)

这一项是非线性系统所特有的,这是因为非线性系
统的哈密顿量显含瞬时波函数,以至于本征态附近
的 Bogoliubov涨落能够反馈给哈密顿量,并贡献出
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一个具有几何性质的相位因子, 附加到总的 Berry
联络上. 在 (12)和 (13)式的计算中,需要考虑涨落
|δψ⟩和 |δφ⟩的影响.

当 |ψ̄⟩与 |φ̄⟩正交时,即当 ⟨ψ̄ |φ̄⟩= 0时,将 (6)
式经在本征态附近展开,展开式左边为

dβ (ψ̄, φ̄)
dt

(
⟨ψ̄ |φ̄⟩+ ⟨φ̄|ψ̄⟩

)
=

dβ (ψ̄ , φ̄)
dt

×0,

右边第一项为 λD(ε0)(⟨ψ̄|φ̄⟩+ ⟨φ̄|ψ̄⟩) = λD(ε0)×0,

因此不能计算
dβ (ψ̄ , φ̄)

dt
和 λD(ε0). 由于 (6)式的右

边相当于加了两遍,来源于 (6)式的 (13)式右边也
相当于加了两遍,在 ⟨ψ̄ |φ̄⟩= 0的情况下, (13)式右
边应除以 2,所以这时取 C = 2. 可分别计算出联络
λB(ε1), λBD(ε1)和 λNL(ε1),但其和仍为零,即

λB(ε1)+λBD(ε1)+λNL(ε1) = 0.

结论: 当 ⟨ψ̄|φ̄⟩ = 0 时, 总的非对角 Berry 相位
不存在.

2.3 对角 Berry联络

在对角情况下, 只用到一个状态, 令 ψ(R) =

φ(R). 瞬时本征波函数 ψ̄(R)是归一化的 ⟨ψ̄|ψ̄⟩=
1,这时常数C = ⟨ψ̄|ψ̄⟩+ ⟨ψ̄|ψ̄⟩= 2. 由归一化性质

1 =⟨ψ |ψ⟩= ⟨ψ̄ +δψ |ψ̄ +δψ⟩

=1+ ⟨ψ̄|δψ⟩+ ⟨δψ |ψ̄⟩+o(⟨δψ |δψ⟩),

忽略掉上式中的高阶项,比较两边得

⟨ψ̄|δψ⟩+ ⟨δψ |ψ̄⟩= 0. (14)

(14) 式表明瞬时本征波函数 |ψ̄⟩ 与该瞬时本征波
函数附近的涨落 |δψ⟩ 之间是正交的. 由此易证
λBD(ε1) = 0, 这意味着在对角情况下, 在瞬时本征
态附近涨落的积累对该瞬时本征态的反馈效应,对
总的 Berry联络不产生影响.我们得到对角情况下
的 Berry联络计算公式

dβ (ψ̄, φ̄)
dt

= λD(ε0)+λB(ε1)+λNL(ε1), (15)

式中 λD(ε0) = µ(ψ̄ , ψ̄∗)对应于动力学联络,

λB(ε1) =− i
2
[
⟨ψ̄(R)|∇R|ψ̄(R)⟩

− (∇R⟨ψ̄(R)|)|ψ̄(R)⟩
]

与线性时的 Berry 联络在形式上相同, 符号 ∇R =
∂

∂R
; (15) 式中等式右边第 3 项联络 λNL(ε1) 表

达式为

λNL(ε1) =⟨ψ̄ |
[

∂G(ψ ,ψ∗)

∂ψ
δψ

+
∂G(ψ ,ψ∗)

∂ψ∗ δψ∗
]
|ψ̄⟩

表示非线性效应对几何相的影响.

3 非线性系统非对角 Berry 相的正则
变量表示

3.1 量子态的正则变量表示

为了定量计算出 Berry相,我们引入正交基矢
| j⟩,用 φ j 表示态矢 |φ⟩的第 j 个分量的概率幅,即
φ j = ⟨ j|φ⟩,用 ψ j 表示另一个波函数 |ψ⟩的第 j 个
分量的概率幅,即 ψ j = ⟨ j|ψ⟩,波函数可写成列向量

|φ⟩= (φ1,φ2, · · ·φN)
τ ≡ φ,

|ψ⟩= (ψ1,ψ2, · · ·ψN)
τ ≡ ψ.

在矩阵形式下,系统的哈密顿量为 H jk +G jk(φ,φ∗)

和 H jk +G jk(ψ,ψ∗).
对量子力学系统, 又可用经典形式的哈密

顿系统表示. 令量子态 |φ⟩ 的第 j 个分量为
φ j =

√n j e iθ j , 可取 (n j,θ j) 为经典形式的正则变

量. 定义矢量 (n,θ)T = (n1,θ1,n2,θ2, · · ·nN ,θN)
T,代

入方程 (2),令实部与虚部分别相等,并考虑归一化

条件
N
∑
j=1

n j = 1,得到

dn j

dt
= f j(n,θ) = 2

√
n j

N

∑
k=l

√
nkIm

{
[H jk

+G jk(n,θ)]e i(θk−θ j)
}
, (16)

dθ j

dt
=h j(n,θ) =

−1
√n j

N

∑
k=l

√
nkIm

{
[H jk

+G jk(n,θ)]e i(θk−θ j)
}
. (17)

方程 (16) 和 (17) 是非线性 Schrödinger 方程
(2)的经典哈密顿正则形式. 不论 Schrödinger方程
是否是非线性的, 都可得到这种正则形式. 本征
方程对应于经典哈密顿正则方程 (16)和 (17)的不
动点,即

dn j

dt
= 0 =⇒ f j(n̄, θ̄) = 0;

dθ j

dt
= 0 =⇒ h j(n̄, θ̄) = 0. (18)

通过求解不动点方程 (18),可以得到本征态 (n̄, θ̄).
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3.2 涨落的计算

为了给出涨落的计算公式, 可在本征态 (n̄, θ̄)
附近做绝热近似展开 [15]

n j = n̄ j(R)+δn j, θ j = θ̄ j(R)+δθ j, (19)

式中 (n̄ j(R, θ̄ j(R)), 是随参数 R 绝热演化的瞬时

本征态, [δn j(R),δθ j(R)]是依赖于绝热参数 R且

量级为 ε ≈
∣∣∣∣ dR

dt

∣∣∣∣的涨落. 将展开 (19)式代入方程

(16)和 (17),忽略高阶小量
dδn j

dt
,

dδθ j

dt
,得到

dn̄k

dR
dθ̄k

dR

 dR
dt

=
N

∑
k=1

L jk

 δn j

δθ j

 ,

L jk =


∂ f j

∂nk

∂ f j

∂θk
∂h j

∂nk

∂h j
∂θk

 . (20)

取 (20)式的逆运算,涨落就表示成 δn j

δθ j

=
N

∑
k=1

L−1
jk


dn̄k

dR
dθ̄k

dR

 dR
dt

=
N

∑
k=1

1
|L jk|


∂h j

∂θk
−

∂ f j

∂θk

−
∂h j

∂nk

∂ f j

∂nk



×


dn̄k

dR
dθ̄k

dR

 dR
dt

, (21)

式中 |L jk| 是矩阵 L jk 的行列式, L−1
jk 是矩阵 L jk

的逆.
为讨论非对角几何相, 可取满足方程 (18)

的另一个本征态 (m̄ j, ᾱ j). 定义矢量 (m̄, ᾱ)T =

(m̄1, ᾱ1, m̄2, ᾱ2, · · · , m̄N , ᾱN)
T,得到常数 C为

C = ⟨ψ̄|φ̄⟩+ ⟨φ̄|ψ̄⟩= ∑
j
(ψ̄∗

j φ̄ j + ψ̄ jφ̄∗
j )

= 2∑
j

√
m̄ jn̄ j cos(θ̄ j − ᾱ j), (22)

代入 (9)—(13)式,我们得到由经典正则变量 (n̄ j, θ̄ j)

和 (m̄ j, ᾱ j)表示的 Berry联络的计算公式

λB(ε1) =
1

2C

N

∑
j=1

[
sin(θ̄ j − ᾱ j)

(√
m̄ j

d
dR

√
n̄ j

−
√

n̄ j
d

dR
√

m̄ j

)
+2

√
m̄ jn̄ j

× cos(θ̄ j − ᾱ j)
d

dR
(ᾱ j + θ̄ j)

]
· dR

dt
. (23)

动力学与 Berry相之间的交叉效应的 (12)式变成

λBD(ε1) =
1

2C

{
µ(n̄, θ̄)

N

∑
j=1

[√
n̄ j

m̄ j
cos(θ̄ j − ᾱ j)δm j

+
√

m̄ jn̄ j sin(θ̄ j − ᾱ j)δα j

]
+µ(m̄, ᾱ)

N

∑
j=1

[√
m̄ j

n̄ j
cos(θ̄ j − ᾱ j)δn j

−
√

m̄ jn̄ j sin(θ̄ j − ᾱ j)δθ j

]
+

N

∑
j,k=1

[
1
2

√
m̄ j

n̄k
δnk

+ i
√

m̄ jn̄kδθk

]
e i(θ̄k−ᾱ j)

+

[
1
2

√
m̄k

n̄ j
δn j − i

√
m̄kn̄ jδθ j

]
e−i(θ̄ j−ᾱk)

× [(H jk +G jk(n̄, θ̄)]

+
N

∑
j,k,l=1

[
1
2

√
n̄ j

m̄k
δmk

+ i
√

m̄kn̄ jδαk

]
e−i(θ̄ j−ᾱk)

+

[
1
2

√
n̄k

m̄ j
δm j − i

√
m̄ jn̄kδα j

]
e i(θ̄ j−ᾱk)

× [(H jk +G jk(m̄, ᾱ)]

}
. (24)

非线性效应对总的 Berry 联络的影响 (13) 式可改

写为

λNL(ε1) =
1

2C

N

∑
j,k,l,v=1

[√
m̄ jn̄k e i(θ̄k−ᾱ j)

+
√

m̄kn̄ j e−i(θ̄ j−ᾱk)
]

×
[

∂G jk(n̄, θ̄)
∂nl

δnl +
∂G jk(n̄, θ̄)

∂θl
δθl

+
∂G jk(m̄, ᾱ)

∂ml
δml

+
∂G jk(m̄, ᾱ)

∂αl
δαl

]
. (25)

(24)和 (25)式中的涨落 δnl , δθl , δml 和 δαl 由 (21)

式确定.
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3.3 非线性对角 Berry 联络的正则变量
表示

在对角情况下, 取 m̄ j = n̄ j, ᾱ j = θ̄ j, 本征值
µ(r̄, ᾱ) = µ(s̄, θ̄),并且瞬时本征波函数 φ̄(R)是归

一化的
∫

φ̄∗(R)φ̄(R)dτ = 1, 波函数与涨落之间

满足正交关系 (14) 式, 得到非线性对角 Berry 相
位 β = βD +βB +βNL,式中 βD = µ 是动力学相位,

βB =
N
∑
j=1

∮ (
n̄ j

d
dR

θ̄ j

)
· dR 与通常的 Berry 相位对

应,非线性引起的附加相位为

βNL =
1
2

∫ N

∑
j,k,l=1

√
n̄ jn̄k e i(θ̄k−θ̄ j)

×
[

∂G jk(v)
∂nl

δnl +
∂G jk(v)

∂θl
δθl

]
dt,

这里的表达式与已有的结果 [15]相同.

4 二能级系统的非线性非对角 Berry相

4.1 二能级系统方程的经典正则形式

为了对以上的理论有一个明确的结果, 我们
以 2 能级系统为例进行讨论. 对 2 能级系统, 因为
N = 2, n1 +n2 = 1,方程 (16)和 (17)中,只有两个是
独立的,令 s= n2−n1, θ1 = 0, θ = θ2,并令= f2− f1,
h(s,θ) = h2 −h1 得到

ds
dt

= f (s,θ)

=
√

1− s2
{

Im[(H21 +G21(s,θ))e−iθ ]

− Im[(h12 +G12(s,θ))e iθ ]
}
, (26)

dθ
dt

=h(s,θ)

=− [H22 +G22(s,θ)−H11 −G11(s,θ)]

−
√

1− s
1+ s

Re
{
[H21 +G21(s,θ)]e−iθ}

+

√
1+ s
1− s

Re
{
[H21 +G21(s,θ)]e iθ}. (27)

方程 (26), (27)是二能级系统方程的经典正则形式.

4.2 二能级系统本征态和涨落的正则变量
表示

对二能级系统,设本征态用 (s̄, θ̄)表示. 本征态
对应于经典正则方程 (26)和 (27)的不动点. 在不动

点 (s̄, θ̄)处的线性化方程是

ds
dt

 s̄

θ̄

=

 ∂ f
∂ s

∂ f
∂θ

∂h
∂ s

∂h
∂θ


 δ s

δθ


= L

 δ s

δθ

 , (28)

式中 L是线性化方程在不动点 (s̄, θ̄)处的雅可比矩
阵,由此求出涨落为 δ s

δθ

=L−1 d
dt

 s̄

θ̄


=

1
|L|

 ∂h
∂θ

−∂ f
∂θ

−∂h
∂ s

∂ f
∂ s



×


ds̄
dR
dθ̄
dR

 · dR
dt

, (29)

式中 L−1 是矩阵 L的逆,|L|是矩阵 L的行列式. 同
理可以得到在不动点 (r̄, ᾱ) 处的线性化方程和涨
落,此处省略.

4.3 二能级系统非线性非对角 Berry联络
的正则变量表示

在正则变量下,当 ⟨ψ̄ |φ̄⟩ ≠ 0时,常数

C(r̄, s̄) =
√
(1− r̄)(1− s̄)

+
√
(1+ r̄)(1+ s̄)cos(θ̄ − ᾱ) ̸= 0;

当 ⟨ψ̄ |φ̄⟩ = 0 时, 取 C(r̄, s̄) = 2. Berry 相位计算
公式为

dβ (r̄, s̄)
dt

=λD(r̄, s̄)+λB(r̄, s̄)

+λBD(r̄, s̄)+λNL(r̄, s̄), (30)

式中

λD(r̄, s̄) =
1
2
[µ(s̄, θ̄)+µ(r̄, ᾱ)], (31)

λD(r̄, s̄) 的积分给出动力学相位; (30) 式右边第
二项为

λB(r̄, s̄) =
1

2C

[
1
2

sin(θ̄ − ᾱ)

(√
1+ r̄
1+ s̄

ds̄
dR

−
√

1+ s̄
1+ r̄

dr̄
dR

)
+
√
(1+ r̄)(1+ s̄)

× cos(θ̄ − ᾱ)
d(θ̄ + ᾱ)

dt

]
dR
dt

. (32)
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λB(r̄, s̄)是二能级系统的 Berry联络,其在参数空间

上的积分给出通常意义上的 Berry相位; (30)式右

边第 3项为

λB(s̄, r̄) =
1

4C
µ(s̄, θ̄)

[√
1+ s̄
1+ r̄

cos(θ̄ − ᾱ)δ r

−
√

1− s̄
1− r̄

δ r+2
√

(1+ r̄)(1+ s̄)

× sin(θ̄ − ᾱ)δα
]
+

1
4C

µ(r̄, ᾱ)

×
[√

1+ r̄
1+ s̄

cos(θ̄ − ᾱ)δ s−
√

1− r̄
1− s̄

δ s

−2
√
(1+ r̄)(1+ s̄)sin(θ̄ − ᾱ)δθ

]
− 1

4C

√
1− s̄
1− r̄

[H11 +G11(r̄ᾱ)]δ r

+
1

8C

{(√
1− s̄
1+ r̄

e iᾱ −
√

1+ s̄
1− r̄

e iθ̄
)

× [H12 +G12(r̄ᾱ)]

+

(√
1+ s̄
1− r̄

e−iᾱ −
√

1− s̄
1+ r̄

e−iθ̄
)

× [H21 +G21(r̄ᾱ)]

}
δ r

+
i

4C

√
(1+ r̄)(1− s̄)

{
[H12 +G12(r̄ᾱ)]e iᾱ

− [H21 +G21(r̄ᾱ)]e−iᾱ}δα

1
4C

[(√
1+ s̄
1+ r̄

cos(θ̄ − ᾱ)δ r

+2
√
(1+ r̄)(1+ s̄)sin(θ̄ − ᾱ)δα

]
× [H22 +G22(r̄, ᾱ)]

}
− 1

4C

√
1− r̄
1− s̄

[H11 +G11(s̄, θ̄)]δ s

+
1

8C

{(√
1− r̄
1+ s̄

e iθ̄ −
√

1+ r̄
1− s̄

e iᾱ
)

× [H12 +G12(s̄, θ̄)]

+

(√
1− r̄
1+ s̄

e−iθ̄ −
√

1+ r̄
1− s̄

e−iᾱ
)

× [H21 +G21(s̄, θ̄)]
}

δ s

+
i

4C

{√
(1− r̄)(1+ s̄)

×
{
[H12 +G12(s̄, θ̄)]e iθ̄

− [H21 +G21(s̄, θ̄)]e−iθ̄}δθ

+
1

4C

[(√
1+ r̄
1+ s̄

cos(θ̄ − ᾱ)δ s

−2
√
(1+ r̄)(1+ s̄)sin(θ̄ − ᾱ)δθ

]
× [H22 +G22(s̄, θ̄)]

}
. (33)

这一项是非线性非对角情况所特有的,它反映了系
统哈密顿慢变时,在一个瞬时本征态附近产生的涨
落, 与另一个瞬时本征态之间产生的交叉效应, 进
而对总的 Berry联络所产生的影响. (30)式右边第
4项为

λNL(ε1) =
1

2C

√
(1− r̄)(1− s̄)

×
[

∂G11(s̄, θ̄)
∂ s

δ s+
∂G11(s̄, θ̄)

∂θ
δθ

+
∂G11(r̄, ᾱ)

∂ r
δ r+

∂G11(r̄, ᾱ)

∂α
δα

]
+

1
2
[√

(1− r̄)(1+ s̄)e iθ̄

+
√
(1+ r̄)(1− s̄)e iᾱ]

×
[

∂G12(s̄, θ̄)
∂ s

δ s+
∂G12(s̄, θ̄)

∂θ
δθ

+
∂G12(r̄, ᾱ)

∂ r
δ r+

∂G12(r̄, ᾱ)

∂α
δα

]
+

1
2
[√

(1− r̄)(1+ s̄)e−iθ̄

+
√
(1+ r̄)(1− s̄)e−iᾱ]

×
[

∂G21(s̄, θ̄)
∂ s

δ s+
∂G21(s̄, θ̄)

∂θ
δθ

+
∂G21(r̄, ᾱ)

∂ r
δ r+

∂G21(r̄, ᾱ)

∂α
δα

]
[√

(1+ r̄)(1+ s̄)cos(θ̄ − ᾱ)
]

×
[

∂G22(s̄, θ̄)
∂ s

δ s+
∂G22(s̄, θ̄)

∂θ
δθ

+
∂G22(r̄, ᾱ)

∂ r
δ r+

∂G22(r̄, ᾱ)

∂α
δα

]
, (34)

这一项表示系统的非线性效应对 Berry 联络的
影响.
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5 应 用

5.1 二能级 BEC的方程和本征值

二能级 BEC的哈密顿 [5,6,9,15−20]

H(s,θ) =
1
2

 −gs σ e−iφ

σ e iφ gs

 . (35)

外参量为 R = (σ ,φ,g),其中 g描述系统非线性效
应的强度, σ 是二能级之间的耦合强度, φ 是外场在
x-y平面上的投影与 x轴之间的夹角. 二能级 BEC
方程的正则变量形式为 [5,6,9,15−20]

ds
dt

=−σ
√

1− s2 sin(θ −φ), (36)

dθ
dt

=−gs+
σs√
1− s2

cos(θ −φ). (37)

令方程 (36)和 (37)等于 0得不动点 (本征态)方程

f (s,θ) =−σ
√

1− s2 sin(θ −φ) = 0, (38)

h(s,θ) =−gs+
s√

1− s2
cos(θ −φ) = 0. (39)

本征值方程为

µ2 −gµ +
1
4

g2(1− s̄2)− 1
4

σ2 = 0,

可解出本征值

µ± =
1
2
(g±

√
σ2 +g2s̄2).

与线性方程不同的是, 求解本征值时, 需要知道不
动点 s̄的取值.
对线性情况, 令 g = 0, 可解出 2 个本征值

µ1,2 = ∓1
2

σ . 对本征值 µ1 = −1
2

σ , 对应于稳定的

椭圆不动点 (s̄1 = 0, θ̄1 = φ +π), 不动点的指数为

1; 对本征值 µ2 =
1
2

σ , 对应于稳定的椭圆不动点

(s̄2 = 0, θ̄2 = φ),不动点的指数为 1. 不动点的指数
和为欧拉示性数 χ = 1+1 = 2.
为讨论非线性非对角的 Berry 相位, 考虑较

强的非线性情况, 即 g > σ . 可解出 4 个本征值

µ1,2 =∓1
2

σ 和 µ± =±1
2

g. 对本征值 µ1 =−1
2

σ ,对

应于稳定的椭圆不动点 (s̄1 = 0, θ̄1 = φ +π), 不动

点的指数为 1; 对本征值 µ2 =
1
2

σ , 对应于不稳定

的双曲不动点 (s̄2 = 0, θ̄2 = φ),不动点的指数为 1,
这个不动点不满足绝热性要求, 计算时不考虑;对
本征值 µ+ =

1
2

g, 对应有两个稳定的椭圆不动点

(s̄3,4 = ±

√
1− σ2

g2 , θ̄3,4 = φ), 这两个态简併, 不动

点的指数分别为 1. 对本征值 µ− =−1
2

g,系统中无

相应的本征态对应, 不再考虑. 不动点的指数和为
χ = 1−1+1+1 = 2,可见随参数改变,不动点的个
数和性质都发生了改变,但欧拉示性数不变.
在不动点处 (s̄, θ̄)的线性化方程 (29)的雅可比

矩阵的矩阵元可写成

∂ f
∂ s

= 0,
∂h
∂θ

= 0,

∂ f
∂θ

=−σ
√

1− s̄2 cos(θ̄ −φ),

∂h
∂ s

=−g+
ρ√

(1− s̄2)3
cos(θ̄ −φ),

式中已利用了 θ̄ = φ 或 θ̄ = φ +π, sin(θ̄ −φ) = 0.
将这些结果代入 (29)式,可求出涨落 δ s,δθ .

5.2 玻色爱因斯坦凝聚的线性非对角
Berry相

当系统随外参量作绝热循回演化时,设仅参量
φ 缓慢变化一个周期 φ ∈ (0,2π),下面的计算都取

R→ φ = ωt,因此对外参量的微分变成
d

dR
→ d

dφ
.

对线性情况, g = 0,λNL(s̄1, s̄2) = 0. 将两个正交

的稳定不动点

(
µ1 = −σ

2
, s̄1 = 0, θ̄1 = φ +π

)
和

(µ2 =
σ
2

, s̄2 = 0, θ̄2 = φ)代入计算公式. 正交性给
出C(s̄1, s̄2) = 0. 因

dβ (s̄1, s̄2)

dt
C(s̄1, s̄2) =

dβ (s̄1, s̄2)

dt
×0

和 λD(s̄1, s̄2)C(s̄1, s̄2) = λD(s̄1, s̄2)×0,不能计算出总

联络
dβ (s̄1, s̄2)

dt
和动力学联络 λD(s̄1, s̄2),但仍可计

算出非对角联络 λB(s̄1, s̄2) =−1
2

dφ
dt

,这个结果与已

有的结果一致. 考虑到涨落的影响, 可计算出非对
角联络

λBD(s̄1, s̄2) =
1
2

dφ
dt

,

使得 λB(s̄1, s̄2) + λBD(s̄1, s̄2) = 0, 所以总的非对角
Berry相位为零.
结论: 在线性情况下, 不同本征值的本征态总

是正交的. 因此尽管对一些系统可计算出非对角
的 Berry 联络 λB(r̄, s̄) ̸= 0, 但仅计算出非对角的
Berry联络 λB(r̄, s̄)是不够的,还需要考虑到涨落的
影响, 当考虑了涨落的影响后, 线性系统总的非对
角 Berry相位总是为零的.
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5.3 玻色爱因斯坦凝聚的非线性非对角
Berry相

在非线性情况下, g > σ . 由于不动点 (s̄2 =

0, θ̄2 = φ) 是不稳定的双曲不动点, 不满足绝热
定理要求, 计算时不考虑. 可选择两个稳定不动

点

(
µ1 = −σ

2
, s̄1 = 0, θ̄1 = φ + π

)
和

(
µ3 =

g
2

,

s̄3 =

√
1− σ2

g2 , θ̄3 = φ
)
进行计算.经计算得

C(s̄1, s̄3) =
√

1− s̄3 −
√

1+ s̄3 ̸= 0,

δ r =
−1

g+σ
dφ
dt

和

δ s =
σ2

g(g2 −σ2)

dφ
dt

=
σ2

g3s̄2
3

dφ
dt

.

分别得到非线性非对角情况下的动力学相位

βD(s̄1, s̄3) =
π

2
(g−σ),

Berry相位

βB(s̄1, s̄3) =
π(g+σ +

√
g2 −σ2)√

g2 −σ2
,

交叉效应的影响

βBD(s̄1, s̄3) =
−πg

√
g2 −σ2

4(g2 −σ2)2 ,

和非线性的影响

βNL(s̄1, s̄3) =
π(σ2 +σg−g2)

2(g−σ)
√

g2 −σ2
.

总的 Berry相位为

β (s̄1, s̄3) =βD(s̄1, s̄3)+βB(s̄1, s̄3)

+βBD(s̄1, s̄3)+βNL(s̄1, s̄3).

同理可计算出非对角 Berry相 β (s̄1, s̄4)和 β (s̄2, s̄3).

通过以上讨论, 我们计算出了二能级 BEC 系

统的线性和非线性非对角 Berry相位. 与已有的结

果不同的是, 我们的计算结果除了含有动力学相

位、通常的几何相位、非线性效应引起的附加影

响以外, 还包括非对角情况所特有的贡献, 它表示

在非线性非对角情况下,系统哈密顿慢变时产生的

涨落不断积累, 并反馈到本征方程和本征态, 引起

一个本征态与另一个本征态附近的涨落之间的交

叉效应,进而对总的非对角 Berry联络产生影响.

6 结 论

本文研究了绝热条件下,非线性量子态的非对

角 Berry相问题.借助非线性 Schrödinger方程推导

出非线性系统的非对角相位, 并在非线性绝热近

似条件下,推导出非线性非对角的 Berry相位的计

算公式. 我们的结果表明在非线性非对角情况下,

Berry相位包含有新的一个交叉项这一项反映了一

个本征态附近的动力学涨落与另一个本征态之间

的相互影响.作为例子,我们对二能级 BEC系统具

体计算出了非线性非对角的 Berry相位.
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Abstract
In this paper, we have investigated the off-diagonal Berry phase of nonlinear systems and presented its explicit expression. The

results show that, for nonlinear systems, the off-diagonal berry phase contains a new term in addition to the dynamical phase, the
geometric phase and the nonlinear phase. This new term can describe a cross effect between the Bogoliubov excitation around one
eigenstate and another instantaneous eigenstate, while the Bogoliubov excitations are found to be accumulated during the adiabatic
evolution and contribute a finite phase of geometric nature. As an application, the off-diagonal Berry phase of a two-well trapped
Bose-Einstein condensate system is calculated.
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