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方势阱中凝聚体的孤子动力学行为*
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利用多重尺度法,解析地研究了方势阱中玻色-爱因斯坦凝聚体的孤子动力学行为.结果表明,方势阱对凝聚体

中的孤子动力学有重要的影响.进入方势阱时孤子作加速运动,逃逸出势阱时孤子作减速运动;且随着势阱深度的

增加,孤子的速度增加、幅度增加、宽度减小. 这为实验操控孤子的动力学行为提供一定的参考价值.
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1 引 言

玻色-爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einstein conden-
sate, BEC) 的实验成功观察 [1−4], 极大地激励了科
学家对物质波非线性性质的研究. 尤其是, 原子物
质波中许多非线性现象的成功观测, 如 BEC 中的
亮孤子、暗孤子和四波混频等,大大促进了非线性
原子光学的形成和发展 [5−33]. 众所周知,孤子是由
系统的色散效应和非线性效应相互平衡后实现的

一种特殊的相干结构, 因而有关 BEC 中的孤子研
究对当前许多高新技术领域,如原子激发、原子光
刻技术及新一代原子钟等具有重要的意义 [8,9].

理论上, 刻画 BEC 物理性质是基于平均场近
似下的 Gross-Pitaevskii (GP)方程 [8,9]. 对于 GP方
程, 有实验可调控的两个宏观物理量: 外部势阱和
粒子间的相互作用 [8,9]. 研究表明,不同的外部势阱
和粒子间的相互作用形式对 BEC中孤子的形成及
特性有着非常重要的影响 [16−21]. 如, 对于局限于
谐振外部势阱中的 BEC,当粒子间相互作用为排斥
时, BEC中出现暗孤子 [1,2]; 当相互作用为吸引时,
其中出现亮孤子 [3,4];若相互作用非常弱,则凝聚体
中的孤子在传播过程中传播速度会变慢并且宽度

变宽 [26]. 对于囚禁于恒定外部势阱中的 BEC,当相

互排斥作用相当强时, BEC中只会存在亮孤子; 当

相互排斥作用相当弱 (小于某一临界值)时, BEC中

会出现暗、亮孤子交替演化 [27]. 对于排斥抛物势

中的 BEC,当相互作用随时间增加时, 凝聚体中的

亮孤子被挤压出现非常高的局域物质密度,且亮孤

子中的原子数目呈动力学平衡状态 [26]. 对于准一

维谐振势中的 BEC,当粒子间的相互作用随时间增

加时, 凝聚体中的黑孤子会演化成稳定的灰孤子;

当粒子间的相互作用随时间减少时,凝聚体中的灰

孤子将向黑孤子演化 [16]. 值得一提的是即使粒子

之间的相互作用形式相同, 如果 BEC 局限于不同

的外部势阱,其所体现的孤子动力学性质完全不同.

如粒子间的相互作用为排斥势,局限于谐振外部势

阱中的 BEC中产生暗孤子 [8−11],而局限于光晶格

势阱中的 BEC却产生亮孤子 [12,22];当然这两种孤

子的动力学性质也完全不同.

近来,实验已成功地将 BEC装载入方势阱 [34].

局限于双方势阱的 BEC考虑粒子间的吸引相互作

用能产生 Josephson 现象, 也就是双方势阱及其中

间势垒相当构建成 Josephson结 [35,36];而考虑 BEC

粒子间的相互排斥作用时, 由于排斥效应使局限

在双方势阱的 BEC最终出现在其中的一个方势阱
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中而产生对称破损 (symmetry breaking) 的局域现
象 [37]. Matuszewski 等 [38] 发现局限于双方势阱

BEC 中的孤子也会出现自发对称破损现象. 然而,
目前涉及研究方势阱中 BEC中的孤子动力学性质
的文献较少, 有关囚禁于方势阱中的 BEC 孤子的
动力学行为还不甚清晰. 在此, 我们利用多重尺度
法, 解析地研究了方势阱中 BEC 的孤子动力学行
为.结果表明,进入方势阱时孤子作加速运动,逃逸
出势阱时孤子作减速运动;且随着势阱深度的增加,
孤子的速度增加、幅度增加、宽度减少.

2 方势阱模型及其孤子解

一般, 描述方势阱中的 BEC 的动力学行为可
以通过无量纲化后有效的一维 GP方程 [8,9]

i
∂ψ
∂ t

=−1
2

∂ 2ψ
∂x2 +V (x)ψ +g1D|ψ |2ψ , (1)

其中, x = X/a⊥, t = T ω⊥/2; 此处 X 和 T 分别
为物质波的坐标和时间, a⊥ =

√
h̄/mω⊥ 为谐振

长度 (m 是原子质量), ω⊥ 是径向 (二维强局限)
方向的频率. g1D = 2|as|/a⊥, 其中 as 是描述粒

子间相互作用的 s 波散射长度. 凝聚体的波函
数 Ψ(X ,R,T ) 与归一化波函数 ψ(x, t) 的关系为
Ψ(X ,R,T ) =

√
mω⊥/(4πash̄)ψ(x, t)exp(−R2/2), R

是径向坐标.一维方势阱势可描述为 [37,38]

V (x) =


−U0, |x|< 1

2
L,

0, |x|> 1
2

L,
(2)

其中 U0 和 L 分别是方势阱的深度和宽度 (如图 1
所示) .

图 1 一维方势阱示意图

令 ψ(x, t) = A(x, t)exp[iφ(x, t)],代入方程 (1)分
离其实、虚部有
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+gA3 +V (x)A = 0. (4)

由于方程 (3) 和 (4) 是不可积的, 在此利用多重尺
度法对其解析求解. 可令 A = u0 + ε2a0 + ε4a1 · · · ,

φ = −µt + ε(φ0 + ε2φ1 + · · ·),其中 u0 和 µ 分别表
示凝聚体基态和系统的化学势; ε 是描述凝聚体
相关幅度的小参数. 引入慢变量 ξ = ε(x−Vgt) 和
τ = ε3t 表示孤子动力学的慢变化,快变量 x0 = x为
波包的传播方向.随后将其代入方程 (3)和 (4), 根
据 ε 的各次幂分开. 比较 ε0 次幂有 µ = gu2

0 +V (x).
随后比较 ε 的其他次幂,从方程 (3)有

Vg
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∂ξ 2 = 0, (5)
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从方程 (4)可得
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∂φ0
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0a0 = 0, (7)
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比较方程 (5)和 (7)得Vg =
√

2gu0. 从方程 (6)和 (8)
可得

∂a0

∂τ
+

3Vg

u0
a0

∂a0

∂ξ
− 1

2Vg

∂ 3a0

∂ξ 3 = 0. (9)

令 w = ε2a0, X = x−Vgt,则 ξ = ε(x−Vgt) = εX ,且
τ = ε3t,上式化为

∂w
∂ t

+
3Vg

u0
w

∂w
∂X

− 1
2Vg

∂ 3w
∂X3 = 0. (10)

方程 (10) 是常见的 KdV 方程, 其单孤子解 [16]

为 w =−c0sech2[√gu0c0(x−
√

2gu0t + k)],其中 k =
√

2gc0t − x00, 此处 c0 为常数, x00 为孤子的初始位

置.最后我们获得凝聚体的波函数是

ψ(x, t) =[u0 − c0sech2(θ)]exp
[
− i(gu2

0 +V (x))t

+ i
√

2c0

u0
tanh(θ)

]
, (11)

其中, θ =
√

gu0c0(x−
√

2gu0t + k).

3 方势阱中凝聚体的孤子特征

作为典型的事例, 我们在此数值计算方势阱
V (x)对87Rb凝聚体中孤子动力学的影响.基于相关
实验 [1],原子质量 m = 1.44×10−25 kg,径向和轴向
频率分别是 ω⊥ = 2π×425 Hz和 ωx = 2π×14 Hz,
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因此,无量纲的单位时间和空间分别对应于实验中
的数值时 0.75 ms 和 0.52 µm. 由于实验中的原子
密度数量级是 (1012—1014)cm−3, 在此我们选取为
2.5× 1013 cm−3, 从而相关无量纲参数分别选取为
c = 1, g = 1和 µ= 3. 方程 (11)简化为

ψ(x.t) =[
√

3−V (x)− sech2(θ)]

× exp
[
−3it + i

√
2√

3−V (x)
tanh(θ)

]
,

其中

θ = 4
√
(3−V (x))(x−

√
2(3−V (x))t +

√
2t − x00).

首先, 我们探索凝聚体中孤子传播的稳定性,
选取方势阱的宽度 L = 3,深度U0 = 2,得到凝聚体
的概率密度分布如图 2所示 (图中实线为不同时刻
凝聚体的概率密度分布;虚线是凝聚体所局域的方
势阱曲线) . 从图 2(a) 中, 发现在初始时刻凝聚体
密度分布的幅度上有一个凹陷部分,凝聚体中出现
暗孤子. 随着时间的推移, 暗孤子到达方势阱之前
既不改变波形也不衰减地稳定向右传播如图 2(b)
所示. 这说明暗孤子在凝聚体中能稳定地传播,主
要是系统的色散效应和非线性效应相平衡的结果.
随着时间的进一步增加 (如图 2(c)),暗孤子传播到
达方势阱中, 且它的幅度增大. 暗孤子的幅度增加
主要是由于方势阱的准 “局限” 所造成. 当时间在
t=7 时, 暗孤子中心位置已经离开了方势阱, 且它
的幅度又恢复到局限势阱之前的传播状态 (如图
2(d)所示).

图 2 局限于方势阱中的玻色-爱因斯坦凝聚体在不同时刻的
概率密度空间分布 ( 其他参数选取为 c0 = 1,g = 1,µ = 3,L =

3,U0 = 2) (a) t = 0; (b) t = 2; (c) t = 5; (d) t = 7

随后,为了获得方势阱深度对凝聚体中孤子速
度的影响, 图 3 示出暗孤子速度的空间分布. 可以

看出孤子的速度只有两个值,在 −1.5 < x < 1.5区
域 (即方势阱内)速度大约是 1.75,其余的无势阱区
域孤子的速度大约是 1.03. 尤其是在方势阱边沿
x =−1.5处孤子的速度跳跃性的增加. 这说明暗孤
子进行方势阱时, 作加速运动, 这可能是方势阱对
孤子的准 “局限” 所造成. 在 x = 1.5 处, 孤子的速
度急剧地减少,说明孤子离开方势阱时作减速运动,
此时是由于孤子被方势阱释放而速度减小.

图 3 暗孤子的速度随空间的变化情况 (所用参数与图 2一致)

图 4 暗孤子的宽度随空间的变化情况 (所用参数与图 2一致)

最后,为了得到方势阱对孤子宽度的影响,图 4
给出孤子宽度在空间的分布.可以看出孤子的宽度
分布也只有两个值,在方势阱外孤子的宽度大致是
0.76,方势阱中孤子的宽度大约为 0.67. 这说明由于
方势阱的 “局限”使孤子的宽度变小.
综上所述,凝聚体中的孤子的幅度、速度和宽

度均可通过方势阱进行调控.随着势阱深度的增加,
孤子的速度增加、幅度增加、宽度减少. 这为实验
操控孤子的动力学行为提供一定的参考价值.
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4 结 论

总之,我们利用多重尺度法解析地研究了方势

阱对准一维玻色-爱因斯坦凝聚体中的孤子动力学

行为的影响.发现方势阱中的玻色-爱因斯坦凝聚体

的波函数的振幅和相位可由 KdV方程来描述. 通

过解 KdV方程,我们获得体系波函数的孤子解. 随

后, 数值计算了方势阱中玻色-爱因斯坦凝聚体的
孤子动力学性质,发现凝聚体中的孤子的幅度、速
度和宽度均可通过方势阱进行调控.进入方势阱时
孤子作加速运动, 逃逸出势阱时孤子作减速运动;
且随着势阱深度的增加,孤子的速度增加、幅度增
加、宽度减小. 这为实验操控孤子的动力学行为提
供一定的参考价值.
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Abstract
Using multiple-scale method, we study analytically the soliton dynamical behaviors of the Bose-Einstein condensates trapped in

a square-well potential. It is found that the square-well potential has important effects on the soliton dynamics. When the soliton goes
into the square-well potential, its movement is accelerated; while it leaves the square-well potential, the soliton is decelerated. With
the increase in depth of the square-well potential, the velocity of the soliton increases, and its amplitude becomes larger and its width
decreases. This may serve as a reference effect for controlling the dynamical characteristics of the soliton in experiments.
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