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非高斯噪声对惯性棘轮中粒子负迁移率的影响*
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利用随机模拟方法研究了惯性棘轮中非高斯噪声对负迁移率的影响.分别模拟了绝对负迁移率 (ANM),非线性

迁移率 (NNM)和负微分迁移率 (NDM)等三种反常输运现象.计算结果表明: 1)在不同的参数空间里,非高斯噪声

参数 q能够增强或者削弱 ANM,诱导 NNM和 NDM; 2)当 q较大时,反常输运现象转化为正常输运; 3)随着 q逐渐

增大,平均速度 -关联时间特性曲线朝着关联时间较小的方向移动并且其峰值逐渐减小.
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1 引 言

近年来,远离平衡态的反常输运现象受到越来
越多的关注. 负迁移率现象是其中最重要的现象之
一. 当运动粒子受到外力作用时, 粒子朝着这个作
用力相反的方向运动 [1]. 它似乎违背了热力学第
二定律和勒夏特列原理,但在惯性棘轮系统中粒子
的负迁移率现象已经被观察到 [1−9]. 粒子发生定向
输运需要具备两个基本条件:系统处于非平衡态和
系统的对称性发生破缺 [10]. 对于受到外部常力作
用下的惯性棘轮系统, 负迁移率能够出现, 主要是
由于共存吸引子,噪声诱导吸引子的亚稳态和瞬态
混沌三者之间稳定的相互作用所引起的 [3,4]. 最初
的研究工作, 仅考虑了在一个空间对称周期势中,
外部偏置力、高斯白噪声和对称时间周期驱动共

同影响下的阻尼系统 [2]. 后来的研究,空间非对称
势 [5,6],色噪声涨落 [1]以及时间非对称驱动 [8]被分

别讨论.但是非高斯噪声对该系统负迁移率现象所
产生的影响仍未研究.
在以前的许多研究中随机涨落都被假定为高

斯噪声 [1−9], 然而在神经网络 [11], 生物系统 [12] 以

及感官系统 [13,14] 中出现的涨落却为非高斯型涨

落. 近年来, 非高斯噪声对随机系统的影响已经受
到了广泛的关注,如非高斯噪声作用下双稳系统的

随机共振现象 [15], 非高斯噪声作用下双稳系统粒
子扩散的平均首通时间 [16], 和非高斯噪声驱动下
分子马达的统计性质 [17,18], 非高斯噪声和时间延
迟的共同影响等方面的研究工作 [19,20]. 这些研究
表明非高斯噪声能给系统带来很多新奇的现象.

本文将分析讨论以下三种反常输运现象.绝对
负迁移率 (ANM)现象:对于一个很小的外力,粒子
运动方向与外力方向相反;负非线性迁移率 (NNM)
现象:当外力很小时,粒子的输运方向与外力相同,
随着外力的增大, 粒子运动方向与外力相反; 负微
分迁移率 (NDM) 现象: 粒子的输运方向与外力相
同,但是粒子输运速度随外力的增加而减小. 在这
三种现象中 ANM和 NNM可以同时共存, 但是诱
导机理完全不同, ANM由噪声诱导, NNM则由瞬
态混沌控制 [3,4]. 需要特别说明的是相应的理论结
果已经在约瑟夫森结中得到证实,相应的反常输运
现象包括绝对负阻抗 (ANC),负非线性阻抗 (NNC)
和负微分阻抗 (NDC)[22]. 此外,在其他实验中负迁
移率现象也得到了证实 [23−25],并且能够应用于粒
子分离技术 [26,27].

本文考虑在空间对称周期系统中, 外部偏置
力、非高斯噪声和空间对称驱动共同作用下的阻

尼系统.主要目的是研究非高斯噪声参数 q对负迁

移率现象所产生的影响.
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2 粒子输运模型

惯性布朗粒子在对称的一维空间周期势中,同
时受到时间周期信号,外部常力和非高斯噪声的作
用. 该模型为一维广义朗之万方程 [1],无量纲化后
得到

ẍ+
∫ t

0
K(t − s)ẋ(s)ds

=−V ′(x)+acos(ωt)+ f +η(t), (1)

其中 x = x(t) 是布朗粒子在 t 时刻的位置, 变量上
方点和撇分别表示对时间 t 和位置 x 的微分. 参
数 γ 表示摩擦系数, V (x) = V (x+ 1) = sin(2πx) 表
示空间周期势, 势垒高度为 ∆V = 2. a 和 ω 分别
表示时间周期信号 acos(ωt)的振幅和频率; f 为外
部常力. 随机变量 η(t)表示非高斯噪声,满足下面
的方程 [12,21]:

dη
dt

=
1
τ

(
− η

1− τ(1−q)
D

η2

2

+
√

γξ (t)

)
, (2)

其中 D表示噪声强度, τ 表示关联时间, q是非高斯
参数 (当 q = 1时,非高斯噪声转化为高斯色噪声),
ξ (t)表示高斯白噪声,统计性质如下:

⟨ξ (t)⟩= 0, (3)

⟨ξ (t)ξ (t ′)⟩= 2Dδ (t − t ′). (4)

本文主要分析区域 |q− 1| ≪ 1,在这一区域非
高斯噪声非常接近于高斯色噪声,能够表现出 q= 1
附近的统计性质,对高斯色噪声具有一定的修正作
用 [21]. 在这种条件下,方程 (2)能够简化为

dη
dt

=− 1
τeff

η +
1

τeff

√
2γDeffξ (t), (5)

其中

τeff =
2(2−q)
5−3q

τ, Deff =

[
2(2−q)
5−3q

]2

D.

在上述条件下, η(t)具有下面的统计性质:

⟨η(t)η(t ′)⟩= DeffK|t − s|= γDeff

τeff
e−

|t−s|
τeff . (6)

需要特别说明的是,方程 (1)所显示的模型中,
惯性项 ẍ对负迁移率的出现起到重要的作用,它能
提供产生负迁移所需的非线性条件 (包括混沌吸引
子、混沌排斥子和瞬态混沌等),一旦缺少,负迁移
率真将无法获得;外部驱动周期信号 acos(ωt)确保
系统处于非平衡态条件下;常数偏置力的引入破坏
了系统的对称性. 当噪声项不存在时, 系统称之为

确定性系统,确定性系统的流反转及其物理性质已
经被广泛的研究.本文主要讨论非高斯噪声对负迁
移的影响,但是确定性系统仍然会给噪声系统带来
巨大的影响 [2].
通过引入新变量 z(t),方程 (1)可以转化为下面

的微分方程组 [1]:

ẋ(t) =v(t), (7)

v̇(t) =−V ′(x)+acos(ωt)+ f + z(t), (8)

z(t) =− 1
τeff

z(t)− γ
τeff

v(t)+
1

τeff

√
2γDeffξ (t). (9)

z(t)表示无量纲的随机力.

3 数值模拟结果

负迁移率通常用粒子对时间和系综的平均速

度进行描述 [28]. 也就是说, 此处的平均速度涉及
到两次平均: 第一次称为系综平均, 取系综数量
M = 1000 相当于不同初始条件下的 1000 条轨道.
初始位置取 (0,1)之间均匀分布的随机数,初始速度
取 (2,−2)区间均匀分布的随机数 [1,2]. 对于一个固

定的时间 t j,系综平均能够表示为 v j =
1
M

∑M
i ẋi(t j).

第二次称为时间平均,我们选取 N = 107 个离散的

时间点 (其中时间步长选为 dt = 0.001), 从而时间

平均的表达式为 ⟨v⟩= 1
N

∑N
j v j. 通过二阶龙格库塔

算法 [29,30] 模拟随机微分方程组 (7), (8)和 (9)得到
计算结果.
在文献 [1] 中, 分别讨论振幅 a = 4.1293 和

a = 4.578时,不同关联时间条件下,平均速度随偏
置力 f 的变化曲线. 结果显示, 当 a = 4.578 时, 关
联时间能够弱化 ANM, 当 a = 4.1293 时关联时间
能够增强 ANM并且诱导 NNM和 NDM[1]. 为了与
文献 [1]中的结果进行比较,本文仍选取 a = 4.1298
和 a = 4.578两点进行计算分析.
在图 1 中 ⟨v⟩ 作为 f 的函数, 固定 a = 4.1293

和 τ = 0.0985. 当 q值较小时,只有 ANM现象出现;
当 q逐渐增大到 q = 1附近时 ANM和 NNM能够
同时被观察到;当 q = 1继续增大时, ANM消失只
有 NNM存在;随着 q继续增大到 q = 1.2时, NNM
转化为 NDM;最后当 q足够大时, NDM也消失,整
个过程完全转化为正常输运. 也就是说在 q的整个
变化过程中伴随着 ANM逐渐消失, NNM和 NDM
在一定区域被诱导, q足够大时候反常输运完全消
失.此外在图 1中,当 f 较小和 f 处于 f = 0.3附近
时, 曲线呈现出非线性变化, 为了进一步研究曲线
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的变化规律,分别作 f = 0.05和 f = 0.3两点处的
⟨v⟩-q特性曲线,如图 2所示. 图 2(a)显示 ANM现
象 (取 f = 0.05)随着 q的增加逐渐消失,当转化为

正常输运时曲线呈现非线性变化. 对于图 2(b) ,在
q 的一个取值区间内能够看到 NNM现象,适当的
选取 q值,能够获得较大的 NNM值.

图 1 a = 4.1293时平均速度随偏置力 f 变化的曲线 (其他参数为 ω = 4.9, τ = 0.0985, γ = 0.9, D = 0.001)

图 2 平均速度作为非对称参数 q的函数 (其他参数为 a = 4.1293, ω = 4.9, τ = 0.0985, γ = 0.9, D = 0.001)

图 3 显示 a = 4.578 时的 ⟨v⟩-q 曲线 τ = 0.01.
在参数空间里, ANM明显的存在,当 q足够大的时
候反常输运仍然会转化为正常输运,但是随着参数
q的增加, ANM在 f 较小时并不呈现出单调变化而
是存在一个增强 ANM的小区间如图 4(a)所示. 图
4(b)则显示当 f 较大 (取 f = 0.1)时为单调增函数.
从而当 a = 4.578时,模拟结果表明: 在一定的参数
空间中,随着参数 q的增加, ANM不仅能够被消除
也能够被增强.
为了进一步探究负迁移率随参数 q 变化的规

律,图 5和图 6表示不同 q值条件下的 ⟨v⟩-τ 曲线.
图 3 a = 4.578时平均速度作为偏置力 f 的函数 (其他参数为
ω = 4.9, τ = 0.01, γ = 0.9, D = 0.001)
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由图 5 和图 6 可以观察到, ⟨v⟩-τ 曲线呈现出振荡
的波形图. 当 q值逐渐增加的时候, ⟨v⟩-τ 曲线朝着
τ 值较小的方向移动并且曲线极值的绝对值逐渐
减小. 对比图 5和图 6发现,在 a = 4.1293处,负运
动区域大面积存在,而 a = 4.578时,只有在 τ 较小

的情况下能够获得负迁移率.这一结论与参考文献
[1] 中的结论相符合. 振幅的大小能够影响吸引子
的分布, 是负迁移率能够出现的重要参量 [2−4], 合
理的选取相应的振幅和频率值,对获取较大的负迁
移率具有相当重要的现实意义.

图 4 平均速度作为非对称参数 q的函数 (其他参数为 a = 4.578, ω = 4.9, τ = 0.01, γ = 0.9, D = 0.001)

图 5 a = 4.1293时平均速度作为关联时间 τ 的函数 (其他参数为 ω = 4.9, f = 0.1, γ = 0.9, D = 0.001)
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图 6 a = 4.578平均速度作为关联时间 τ 的函数 (其他参数为 ω = 4.9, f = 0.1, γ = 0.9, D = 0.001)

4 结 论

通过数值模拟研究了非高斯噪声对负迁移率

的影响.计算结果显示: 在某些特定的参数空间下,
非高斯参数 q 不仅能够消除 ANM 而且还能够增
强 ANM.当 q达到一定程度时,能够诱导 NNM,继
续增大 q值, NNM将会转化成为 NDM,当 q足够
大时,将不再出现反常输运现象.从而说明,反常输

运现象 (ANM, NNM, NDM) 只能在特定的参数空
间中获得. 这些结果可以为粒子分流技术提供理论
依据. 反常输运能够在惯性棘轮中存在主要是由
于共存吸引子,噪声诱导吸引子的亚稳态和瞬态混
沌三者之间存在稳定的相互作用,控制和调制速度
的变化仍具有较大难度,深入研究非高斯噪声对负
迁移率的影响将为控制负运动提供一定的参考理

论依据.
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Abstract
Effects of non-Gaussian noise on negative mobility in an inertial ratchet were investigated by means of stochastic simulation

method. The absolute negative mobility (ANM), negative nonlinear mobility (NDM), and negative differential mobility (NNM) were
simulated, separately. Results indicate that: (i) non-Gaussian noise can either enhance or diminish the phenomena of ANM, and non-
Gaussian noise also can induce NDM and NNM in regions of parameter space. (ii) The average velocity-correlation time characteristics
shift towards small value of correlation time. (iii) The absolute value of negative-valued minima decreases as the non-Gaussian noise
parameter q increases.
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