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N00N 态的Wigner函数及 N00N 态作为

输入的量子干涉*
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根据量子力学相干态表象下的Wigner函数公式,推导了 N00N 态在相空间的Wigner分布函数的解析表达式.

基于相空间方法,研究 N00N 态作为输入的量子干涉. 推导了与输入光场参数和干涉仪参数相关的输出端探测光子

概率的解析表达式,并进行了数值分析.从分析结果发现,当相移参数 ϕ 取 0和 π时,输出量子态仍为 N00N 态. 当

输入 2002态时,输出结果总是 2002态,与相移参数无关.随着 N 的增加,条件概率随相位的分布峰数一般只有一个,

两个,三个或四个,且峰变得更窄.这些结果可以为实验提供理论指导.
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1 引 言

简单的量子力学体系的干涉被人们所熟知,如
弱光的双缝干涉、单电子的干涉等 [1−3]. 对于双缝
干涉, 狄拉克有一个著名的论断: 光子只和光子自
身发生干涉,不同的光子从不发生干涉 [4]. 而后来
却在实验上发现双光子也可以发生干涉现象 [5,6].
于是关于狄拉克的论述就成为学术界长期的争论

话题 [7]. 在研究了大量的实验现象和已有的理论成
果的基础上,研究者认为只要描述量子体系的波被
分成多个路径并重新合起来,在相同的时空内干涉
就会发生. 因此我们说, 量子干涉指的是一个量子
系统通过描写该量子系统的波函数自身与自身发

生的干涉 [8]. 这种量子体系不但包括原子这样的紧
致的量子力学体系,而且包括几个独立光子这样的
松散体系. 在实际工程中, 量子干涉效应被广泛应
用于人们感兴趣的量子度量学中 [9].
量子度量学, 作为量子技术中新兴领域, 其目

的就是研究统计误差的精度尺度范围,并寻找能达
到这些范围的量子策略 [10,11]. 量子度量学的基本
流程,一般包括这些基本环节: 光场输入 (初态),经
过相互作用 (动力学过程)后, 输出光场 (末态), 对
输出结果进行测量并评估. 针对这些环节, 科学工
作者做了大量研究,根据研究问题在各环节的物理
规律以及所选择策略,寻求实现探测结果的最优化.
例如在输入环节中, 通过改变输入光场, 利用它们
的特殊属性 (如压缩、纠缠) 来实现优化 [12,13]; 在
动力学过程环节, 可以考虑有泄露损耗或有噪声
的相互作用关系 [14];在输出环节,选择最佳方案测
量 [15]. 由于量子干涉仪可作为量子度量学中光场
的传感器,人们通常以光场量子干涉作为首选工具
进行相位估计.关于量子干涉的相敏感度以及相位
测量精度的研究,国内外有许多人已进行了理论和
实验探索. 普遍认为,通过纠缠等可以增强量子精
度尺度范围 [16].
纠缠在量子光学和量子信息处理中起着重要

作用. 例如在量子密集编码,量子态隐形传输,量子
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密钥分发和其他量子信息处理等领域,都需要具有
纠缠特性的量子信号源 [17]. 最近一些年,在量子信
息领域,一种具有纠缠性质的 N00N 态引起了人们

的极大关注 [18]. 该量子态定义为

|N00N⟩= 1√
2
(|N,0⟩+ |0,N⟩), (1)

它是一种双模最大纠缠态,其中 |p,q⟩= |p⟩a|q⟩b 表

示分别处于 a(b)的粒子数态. 该量子态表现为 N个

光子, 1/2的概率全处在 a模,另外有 1/2的概率全
处于 b模,其最大特点在于它的纠缠.
量子干涉实质上一个输入输出过程 [19], 只要

知道输入量子态以及输入输出变换关系,可以从理
论上得到输出量子态的所有统计属性 [20]. 以往的
研究者大多都是直接用算符及其变换的关系进行

相关问题的研究.然而由于算符之间存在非对易的
关系,给计算和处理问题带来不便.例如, Suda小组
就用算符方法计算了单光子和相干态作为输入的

量子干涉效应 [21], 如果考虑任意光子作为输入情
况, 利用算符方法就很难计算, 而利用相空间分析
方法却比较方便地解决问题 [22]. 基于以上原因,本
文将考虑利用相空间方法 [23] 对 N00N 态作为输入

的量子干涉进行理论研究.首先在相干态表象下推
导出 N00N态的Wigner函数,利用已知的输入光场
的 Wigner 分布函数, 根据干涉仪的结构得到输入
输出光场的经典变换关系,得到输出光场的Wigner
分布函数,解析地推导出了在输出端探测到的光场
的统计属性. 本文所采纳的技巧将展示相空间方法
在量子干涉研究中的有力作用.

2 N00N 态的Wigner函数

在相空间方法中, 人们优先选用 Wigner 函
数 [24,25] 来处理问题. 为进一步研究 N00N 态作

为输入的量子干涉, 我们首先推导出 N00N 态的
Wigner 函数的解析表达式. 对于密度算符为 ρ 的
双模量子系统, 其在相干态表象下的 Wigner 函数
公式 [26]为

W (α;β ) =
4e2|α|2+2|β |2

π2

×
∫ d2z1 d2z2

π2 ⟨−z1,−z2|ρ|z1,z2⟩

× e−2(z1α∗−z∗1α) e−2(z2β ∗−z∗2β ), (2)

其中 |z1,z2⟩= |z1⟩a|z2⟩b 是双模相干态
[27],且

α = (x1 + iy1)/
√

2, β = (x2 + iy2)/
√

2.

将 N00N 态的密度算符 ρ = |N00N⟩⟨N00N| 代入
(2) 式中, 利用相干态的粒子数表象展开 |z⟩ =
e−|z|2/2 ∑∞

n=0
zn
√

n!
|n⟩和积分公式 [28]

∫ d2z
π

eζ |z|2+ξ z+ηz∗ =− 1
ζ

e−ξ η/ζ , Re(ζ )< 0,

可得 N00N 态的Wigner函数

W (α;β ) =W1 +W2 +W3 +W4, (3)

其中W1, W2, W3, W4 分别表达为

W1 =
2(−1)N

π2N!
∂ N

µ1
∂ N

ν1

× e−2|α|2−2|β |2+2µ1α−2ν1α∗+µ1ν1
∣∣
µ1=ν1=0, (4)

W2 =
2(−1)N

π2N!
∂ N

µ2
∂ N

ν2

× e−2|α|2−2|β |2+2β µ2−2α∗ν2
∣∣
µ2=ν2=0, (5)

W3 =
2(−1)N

π2N!
∂ N

µ3
∂ N

ν3

× e−2|α|2−2|β |2+2αµ3−2β ∗ν3
∣∣
µ3=ν3=0, (6)

以及

W4 =
2(−1)N

π2N!
∂ N

µ4
∂ N

ν4

× e−2|α|2−2|β |2+2µ4β−2ν4β ∗+µ4ν4
∣∣
µ4=ν4=0. (7)

注意到 Lagurre多项式满足关系式

Lm(xy) =
(−1)m

m!
∂ m

t ∂ m
τ e−tτ+tx+τy|t=τ=0,

可将W1,W2,W3,W4 进一步简化,最后得到 N00N 态
Wigner函数的完整解析表达式为

W (α;β ) =
2
π2 e−2|α|2−2|β |2

[
22N

N!
(α∗Nβ N +αNβ ∗N)

+(−1)N(LN(4|α|2)+LN(4|β |2))
]
, (8)

其中 LN(x)为 N 阶 Laguerre多项式.
为清楚地展示不同 N00N 态的Wigner分布函

数图像, 我们在相空间 (x1,y1,x2,y2) 选定 (y1 = 0,
y2 = 0) 后, 绘制三维 x1-x2 相空间图形. 由图 1 可
以看出, 当粒子数 N 为偶数时, 在 Wigner 函数的
相空间分布中心处, 有一个向上的峰; 而当粒子
数 N 为奇数时, 峰向下. 这一特点与 (8)式得到的

W (0;0) =
4
π2 (−1)N 相符.而且发现,随着 N的增大,

Winger 函数分布出现了 “振荡型” 分布, 这也正是
粒子数态的Wigner函数的特点 [29].
众所周知,对于双模真空态 |0,0⟩,其Wigner函

数为W (α;β ) = 4e−2|α|2−2|β |2/π2,呈现明显的高斯
特性. 对于 N ̸= 0,由于 N 阶 Laguerre多项式 LN(x)
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的存在, N00N 态的 Wigner 函数失去了高斯特点.

以 N = 1为例, (8)式可退化为

WN=1(α;β ) =
4
π2 e−2|α|2−2|β |2(2|α +β |2 −1), (9)

很明显,由于 (9)式中含有交叉项 βα∗+αβ ∗,预示

着 1001 态的纠缠属性. 而且我们发现, 对于处于

|α +β |2 < 1/2的相空间区域, 1001态的Wigner函

数呈现负值.

图 1 几种不同 N00N 态的Wigner函数W (α ;β )在相空间 (x1,0;x2,0)的分布 (a), (b), (c), (d), (e), (f)分别对应 N = 1,2,3,4,5,6

3 N00N 态作为输入的量子干涉

本环节考虑利用双模纠缠 N00N 态作为干涉

仪的输入源, 讨论量子干涉后在输出端联合探测

光子的概率受干涉仪相位参数的影响. 基于相空

间方法, 利用前面得到的输入光场 Wigner 分布函

数, 通过变换关系找出输出光场 Wigner分布函数,

接着推导输出端探测光子概率的解析表达式并进

行分析.

3.1 光场的输入输出理论

输入输出理论已经在物理学的许多分支领域
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得到了成功应用, 比如量子场论的散射理论等. 在
量子光学中, 有很多光学器件, 比如反射镜、光学
分束器、以及参量放大器等,都可以用相应的变换
矩阵反映出输入和输出之间的关系.因此在量子光
学中, 利用输入输出方法解决一些问题 (如量子干
涉)也是很常见的. 由于量子干涉本身就是一种输
入输出的物理过程,只要知道输入量子态以及输入
输出变换关系,可以得到输出量子态的所有统计属
性. 输入输出变换,实际上就是研究如何将已知的
输入光场的统计属性变换为相应的输出光场的统

计属性 [20]. 由于光场产生算符和湮没算符之间存
在的不对易关系,直接利用算符方法可能给计算带
来不便,有些情形下可以考虑利用相空间方法处理
量子干涉问题.
一些常见的干涉装置,例如分束器,马赫-曾德

尔 (Mach- Zehnder)干涉仪等,通常可以作为一个具
有两个输入和两个输出端口的四端设备 (如图 2所
示),图中 ai,bi,af,bf 分别为干涉装置四个端口所对

应光场的湮没算符 [19]. 假定输入两分立的光场 ρ1

和 ρ2(或纠缠的光场 ρ12),对应图中 ai和 bi模,输入
端光场的Wigner函数可以表达为

Win(αi ,βi) =Wρ1(αi)Wρ2(βi),

Win(αi ,βi) =Wρ12(αi ,βi), (10)

通过量子力学和量子光学相关知识找出经典变换

关系, 那么输出光场的 Wigner 函数就可以用输入
光场Wigner函数的形式表达为

Wout(αf,βf) =Win(αi(αf,βf),βi(αf,βf)), (11)

也就是说,只要知道初始输入Wigner函数,利用经
典变换关系就可以表达出输出光场的Wigner函数.
由于 Wigner 函数反映量子态性质, 这样可以计算
讨论输出光场的所有的量子统计属性. 值得一提的
是,以上套路和方法一般适用于存在幺正输入输出
变换关系的情况. 对于存在泄露 (光子损失)、有噪
声等以及退相干的情况,输入输出光场的密度算符
关系不能简单应用幺正变换的方法来描述,通常可
以用 Kraus和的形式表示. 这些问题也可以用相空
间方法进行研究处理.

3.2 马赫-曾德尔干涉仪及输出光场的
Wigner函数

量子干涉方面的典型应用装置就是马赫-曾德
尔干涉仪 [10],其装置如图 3所示,两束输入光场 (分

立或纠缠)经过第一个 50/50分束器 BS1 后, 各有
一半的可能性沿着两个不同路径 (通过相移器 PS
产生相移 ϕ ∈ [0,2π))传播,再经过第二个 50/50分
束器 BS2输出.

图 2 四端干涉装置示意图. 输入输出各两个端口, 中间相互
作用环节可以建立与装置相关参数有关的输入输出关系

图 3 马赫-曾德尔干涉仪示意图. 其中包括两个分束器 (BS1,
BS2)以及相移器 (PS), a i ,b i ,af,bf 分别对应为输入端口 (a, b)输
出端口 (c, d)光场的湮没算符.考虑以纠缠 N00N态作为输入信

号,调节相移参数 ϕ ,探测输出信号

在量子光学中,马赫-曾德尔干涉仪输入输出光
场的量子变换关系为 af

bf

=UMZI

 ai

bi

 , (12)

这里干涉仪的散射矩阵 UMZI = UBS2UPSUBS1 分别

由三个基本器件的散射矩阵组合而成,其中

UBS1(2) =
1√
2

 1 i

i 1

 ,

UPS =

 1 0

0 e iϕ

 . (13)

由 (12)式,用经典复数取代量子算符 (α → α,β →
β ),从而得到经典输入输出变换关系为 αi

βi

=U−1
MZI

 αf

βf

 . (14)

通过计算得到

αi =−i e−i ϕ
2

(
−αf sin

ϕ
2
+βf cos

ϕ
2

)
, (15)

βi =−i e−i ϕ
2

(
αf cos

ϕ
2
+βf sin

ϕ
2

)
. (16)

以纠缠的 N00N 态作为干涉仪的输入源,根据
(10)和 (11)式的关系,利用 N00N态的Wigner函数
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作为Win(αi ,βi)并将 (15)和 (16)式代入,得到输出
端光场的Wigner函数为

Wout(αf;βf) =W1out +W2out +W3out +W4out. (17)

鉴于后面计算方便性考虑,这里W1out, W2out, W3out,
W4out 表达为偏导形式,分别是

W1out

=
2(−1)N

π2N!
∂ N

µ1
∂ N

ν1
e−2|αf|2−2|βf|2+µ1ν1

× e+2µ1 i e− i ϕ
2 sin ϕ

2 αf+2ν1 i e i ϕ
2 sin ϕ

2 α∗
f

× e−2µ1 i e− i ϕ
2 cos ϕ

2 βf−2ν1 i e i ϕ
2 cos ϕ

2 β ∗
f |µ1=ν1=0, (18)

W2out

=
2(−1)N

π2N!
∂ N

µ2
∂ N

ν2
e−2|αf|2−2|βf|2

× e−2µ2 i e− i ϕ
2 cos ϕ

2 αf+2ν2iei ϕ
2 sin ϕ

2 α∗
f

× e−2µ2 i e− i ϕ
2 sin ϕ

2 βf−2ν2 i e i ϕ
2 cos ϕ

2 β ∗
f |µ2=ν2=0, (19)

W3out

=
2(−1)N

π2N!
∂ N

µ3
∂ N

ν3
e−2|αf|2−2|βf|2

× e+2µ3 i e− i ϕ
2 sin ϕ

2 αf−2ν3 i e i ϕ
2 cos ϕ

2 α∗
f

× e−2µ3 i e− i ϕ
2 cos ϕ

2 βf−2ν3 i e i ϕ
2 sin ϕ

2 β ∗
f |µ3=ν3=0, (20)

以及

W4out

=
2(−1)N

π2N!
∂ N

µ4
∂ N

ν4
e−2|αf|2−2|βf|2+µ4ν4

× e−2µ4 i e− i ϕ
2 cos ϕ

2 αf−2ν4 i e i ϕ
2 cos ϕ

2 α∗
f

× e−2µ4 i e− i ϕ
2 sin ϕ

2 βf−2ν4 i e i ϕ
2 sin ϕ

2 β ∗
f |µ4=ν4=0. (21)

我们发现, 输出端的 Wigner 函数 Wout(αf;βf) 不仅

与输入 N00N 态的 N 有关,而且与装置相移参数 ϕ
有关,这些因素直接对实验测量结果产生影响.

3.3 输出端的光子联合概率分布函数

前面我们已经知道, 以 N00N 态作为输入, 意
味着其中有 1/2 的概率 N 个光子完全从端口 “a”
输入, 即 (na,nb) = (N,0), 另外有 1/2 的概率 N 个
光子完全从输出端口 “b”输入,即 (na,nb) = (0,N),
但总的输入光子数为 N. 经过干涉仪发生量子干
涉后, 在输出端口 “c” 和 “d” 探测到光子的可能
的测量结果却有 N + 1种,分别为 (nc,nd) = (0,N),

(1,N − 1), · · · ,(N − 1,1),(N,0). 受干涉仪相移参数
ϕ 的影响,在不同情形下探测结果的概率会有所不
同. 接下来我们将利用相空间方法, 从所得到的输
出 Wigner 函数着手, 从理论上给出输出端探测到
光子的联合概率分布函数解析表达式,并进行细致
分析.这样实验人员可以通过这些结果获取关于相
位方面的信息,对实验进行指导.
对于特定的相移 ϕ , 在输出端口 “c” 和 “d” 分

别探测到 nc 和 nd 个光子的概率,可以用条件概率
P((nc,nd)|ϕ)来表示. 根据守恒原理,在输出端两端
口探测到的光子数总和必为 N(= nc + nd), 条件概
率 P((nc,nd)|ϕ)可以重新表示为

P((nc,nd)|ϕ) = P((m,N −m)|ϕ), (22)

这里 m 可以分别取 0,1, · · · ,N. 根据相空间理论,
P((m,N −m)|ϕ)可以通过利用输出端 af 模粒子数

Wigner 函数 W|m⟩(αf) 和 bf 模粒子数 Wigner 函数
W|N−m⟩(βf),与已知的输出Wigner函数进行内积积
分计算得到,即

P((m,N −m)|ϕ) =π2
∫ ∫

d2αf d2βfW|m⟩(αf)

×W|N−m⟩(βf)Wout(αf;βf), (23)

其中输出端口 “c”和 “d”的粒子态Wigner函数 [22]

分别为

W|m⟩(αf) =
2(−1)m

πm!
∂ m

s1
∂ m

t1

× exp(−2|αf|2 +2s1αf

−2t1α∗
f + s1t1)|s1=t1=0, (24)

和

W|N−m⟩(βf) =
2(−1)N−m

π(N −m)!
∂ N−m

s2
∂ N−m

t2

× exp(−2|βf|2 +2s2βf

−2t2β ∗
f + s2t2)|s2=t2=0. (25)

为方便书写,令 P((m,N −m)|ϕ) = P1 +P2 +P3 +P4,
这里

Pj =π2
∫ ∫

d2α d2βW|m⟩(αf)W|N−m⟩(βf)

×Wjout(αf;βf). (26)

以计算 P1 为例,将 (18), (24)和 (25)式代入 (26)式,
作积分得

P1 =
1

2m!(N −m)!N!
∂ m

s1
∂ m

t1 ∂ N−m
s2

∂ N−m
t2 ∂ N

µ1
∂ N

ν1

× exp
(
+ i e i ϕ

2 sin
ϕ
2

ν1s1
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− i e−i ϕ
2 sin

ϕ
2

µ1t1

)∣∣∣∣
s1=t1=0

× exp
(
− i e i ϕ

2 cos
ϕ
2

ν1s2

+ i e−i ϕ
2 cos

ϕ
2

µ1t2

)∣∣∣∣
µ1=ν1=s2=t2=0

. (27)

继续将 (27) 式中各指数项作级数展开, 并利用
∂ m

x xn|x=0 = m!δmn (其中 δmn 为 Kronecker符号),最
后得到

P1 =
N!

2m!(N −m)!
sin2m ϕ

2
cos2N−2m ϕ

2
, (28)

同理,可得

P2 =
N!(−1)m

2m!(N −m)!
sinN ϕ

2
cosN ϕ

2
, (29)

P3 =
N!(−1)m

2m!(N −m)!
sinN ϕ

2
cosN ϕ

2
, (30)

以及

P4 =
N!

2m!(N −m)!
sin2N−2m ϕ

2
cos2m ϕ

2
. (31)

这样得到条件概率 P((m,N − m)|ϕ) 的解析表
达式为

P((m,N −m)|ϕ)

=
N!

2m!(N −m)!

[
sinm ϕ

2
cosN−m ϕ

2

+(−1)m sinN−m ϕ
2

cosm ϕ
2

]2

. (32)

从 (32)式明显知道,对于特定的N00N态输入,调节
相移参数 ϕ 值,可以改变在输出端探测光子的概率.
接下来我们列举一些特殊情况. 在调节相移参

数 ϕ 方面,当 ϕ = 0和 ϕ = π时,我们发现在探测端
口只能探测到 (nc,nd) = (0,N),(N,0),而且

P((N,0)|ϕ = 0) = P((0,N)|ϕ = 0) =
1
2
, (33)

P((N,0)|ϕ = π) = P((0,N)|ϕ = π) =
1
2
, (34)

我们发现,当 ϕ = 0和 ϕ = π时,在探测端口只能探
测到 (nc,nd) = (0,N),(N,0), 而且概率各为 1/2, 表
明这种情况下输出态也为 N00N 态. 而当 ϕ = π/2
时,在探测端口只能探测到端口 “c”的光子数 m为
偶数的情形,且

P((m,N −m)|ϕ = π/2)

=


N!

(2k)!(N −2k)!2N , m = 2k,

0, m = 2k+1,
(35)

和 ϕ = 3π/2时,在探测端口只能探测到端口 “d”的
光子数 N −m为偶数的情形,且

P((m,N −m)|ϕ = 3π/2)

=


N!

(2k)!(N −2k)!2N , N −m = 2k,

0, N −m = 2k+1.
(36)

当输入单光子 N00N 态 (N = 1) 时, 测量结
果只有两种可能, 分别为 (nc,nd) = (0,1),(1,0),
且概率分别为 P((0,1)|ϕ) = 1/2 + (1/2)sinϕ 和
P((1,0)|ϕ) = 1/2− (1/2)sinϕ , 验证了单光子源具
有最大光子反聚束效应的特点 [30]. 对于输入 2
个光子 (N = 2) 的 2002 态情形, 有三种可能的测
量结果, 分别为 (nc,nd) = (0,2),(1,1),(2,0), 且概
率分别为 PN=2((0,2)|ϕ) = 1/2, PN=2((1,1)|ϕ) = 0,
PN=2((2,0|ϕ) = 1/2. 我们发现, 不管如何调节相移
参数 ϕ ,这两个光子要么一起从端口 “c”出来,要么
一起从端口 “d”出来,且概率各为 1/2,而不可能分
开从两个端口分别出来一个光子. 表明两个光子在
选择透射和反射时相互发生影响,且完全从一端出
射, 不可能分别从两端出射, 这也就是所谓的双光
子结合 (群聚)干涉效应 [31,32]. 另外,对于 2光子的
N00N 态输入情形, 马赫－曾德尔干涉仪等效于一
个对称分束器,测量结果与相移 ϕ 无关,因此利用 2
光子 N00N 态作为输入,不能用来确定关于相移方
面的信息.
为清楚展现各种情形下的条件概率 P((m,N −

m)|ϕ) 的 一 些 特 征, 图 4 我 们 绘 制 了 N =

1,2,3,4,30,100时,一些测量结果随相移 ϕ 的变化图
形. 我们发现,当 N = 1和 2时,图形现实结果与上
面分析一致.其他情况则有所不同.例如,当 N = 3
时,测量到 (nc,nd) = (0,3),(1,2),(2,1),(3,0)四种结果
的概率在相移 ϕ 所在的调节区间只有一个峰值.对
于各种 N00N 态输入,概率 P((m,N −m)|ϕ)的峰数
量一般为一个 (见 N = 1 情形), 两个, 三个或四个
峰. 例如,当 N = 4时,发现 P((0,4)|ϕ) = P((4,0)|ϕ)
且有三个峰, P((1,3)|ϕ) = P((3,1)|ϕ) 且有四个峰,
而 P((2,2)|ϕ) 有两个峰. 随着输入光子数 N 的
增加, 一些概率分布的峰值变得更窄, 表明在
大多相位段概率为 0, 探测不到一些结果 (见
图 4(e), (f)). 我们还发现, 当 N 为偶数时, 对于
特定的 ϕ 值, 探测光子的概率都是对称的, 即
P((m,N −m)|ϕ) = P((N −m,m)|ϕ). 图 5 我们利用
三维柱状图直观展示了当 N = 20时在 ϕ 分别取 0,
π/4,π/3,π/2四种情形下的概率 P((m,N −m)|ϕ).
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图 4 输入不同 N00N 态的情形, 对于特定 ϕ 在输出端探测到光子 (nc,nd) = (0,N), (1,N − 1), · · · ,(N − 1,1), (N,0) 的条件概率分布
P((nc,nd)|ϕ)随相移参数 ϕ 的变化

4 结 论

本文根据量子力学相干态表象下的Wigner函
数公式, 推导了 N00N 态在相空间的 Wigner 分布
函数的解析表达式. 在此基础上进一步利用相空
间方法研究 N00N 态作为输入的量子干涉,推导了
在输出端探测到的光子的条件概率的解析表达式,
讨论条件概率受输入光场参数和干涉仪参数的影

响.我们发现,当相移参数取 ϕ = 0和 ϕ = π时,输
出量子态仍为 N00N 态;当相移参数取 ϕ = π/2和
ϕ = 3π/2 时, 只能探测到至少有一端光子数为偶
数的输出情况. 当输入 2002 态时, 输出结果也是
2002态,与相移参数无关,不能反映相位信息.随着
N 的增加,条件概率随相位 ϕ 的分布峰数一般只有
一个, 两个, 三个或四个, 且峰变得更窄. 我们还发
现, 当 N 为偶数时, 对于特定的 ϕ 值, 探测光子的

概率分布是对称的. 这些结果对实验可以提供理
论指导.
从本文的研究方案我们可以总结相空间方法

研究量子干涉的基本套路: 将输入光场的 Wigner
函数表示出来, 找出输入输出光场之间的算符变
化关系 (包括幺正矩阵或 Kraus求和形式等),相应
得到经典对应变换, 从而找出输出光场的相空间
Wigner分布函数. 借助所得输出光场的 Wigner函
数并充分利用算符编序理论,根据Wigner-Weyl规
则计算得到所需研究物理量的期望值,给出统计量
的解析表达式,从而对干涉效应的结果进行全面分
析.另一方面,干涉仪种类很多,研究可以考虑多种
干涉仪 (包括马赫－曾德尔干涉仪, 法布里－珀罗
干涉仪, 另外还有四波混合器, 以及简并参量放大
器等),输入不同属性 (考虑非经典性如压缩或纠缠
因素, 高斯和非高斯因素等) 的光场, 并考虑有光
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子损失及有噪声的干涉情形,利用相空间方法给出
干涉前后以及过程中各物理量的解析表达式,清晰
地分析干涉后所得的结果 (包括计算光强、动量分

布、位置分布,进行相敏感分析,宇称等)受系统参
数的影响.建立利用相空间方法研究量子干涉的基
本套路,对量子度量学进行理论指导.

图 5 当 N = 20,相位 ϕ 分别取 0, π/4,π/3,π/2时,探测输出端光子分布 P(nc,nd)的柱状图
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Abstract
Using the formula of Wigner function in coherent representation, we have obtained the analytical expression for Wigner function

of N00N state. Based on phase space method, we study the quantum interference with N00N state as input. We derive the analytical
expression of conditional probability related with the input parameter N and phase parameter ϕ and analyze it numerically. It is shown
that, when ϕ is 0 or π, the output is just N00N state. It is also shown that, for 2002 state as input, the output must be 2002 state, which
is independent of phase parameters. Moreover, as the number of input photon N increases, the phase probability distributions remain
to have one, two, three and four peaks and get narrower. All these results can offer theoretical reference for experiments.
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