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基于 Lorenz映射的混沌系统分支变换预报规律研究*
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尽管 Lorenz系统具有混沌和非周期性质,但其分支变换是可预报的. 本文以强迫 Lorenz系统为数学模型,基于

Lorenz映射,研究了混沌系统分支变换的预报规律,将原有关于分支开始变换条件和新分支持续时间的两条一般规

律扩展到了 3条,并首次分析了系统当前状态达到变换条件所需时间的预报规律,从而为预报混沌系统非周期演变

提供了另一途径. 结果表明: 映射尖点位置为分支变换的临界值,当变量 z超过相应临界值时,系统在当前分支的运

动即将结束,下一循环将跳跃到另一分支运动;系统在同一分支循环的次数随极值 zmax 单调减小, zmax 越小,达到变

换条件需循环的次数越多;系统在新分支持续的时间是先前分支最大极值 zM 的单调增加函数, zM 越大,持续时间

增加的幅度也越大.此外,外强迫影响着混沌系统分支变换的预报规律,其不但使正负分支的变换条件出现差异,且

与新分支持续时间的增加速率和达到变换条件所需时间的递减速率密切相关.
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1 引 言

经典 Lorenz模型 [1] 是具有明确气象背景的非

线性耗散混沌系统.由于 Lorenz系统在 x-y平面围

绕正负吸引子运动, 其运动轨迹存在正负两分支,

正负两分支表现在 x-y平面概率密度函数 (PDF)上

为大小相等的双峰结构 [2],并可用来反映天气或气

候系统相反特征的两个方面,如洪涝与干旱、高温

与低温以及季风的强与弱等. 实际大气中也存在许

多双峰结构,如 Sikka和 Gadgil[3] 指出与大尺度季

风降水有关的热带辐合带 (ITCZ)的 PDF具有双峰

结构. 于是, Yadav等 [4] 假设 Lorenz系统正分支可

对应海洋 ITCZ和季风降水减少,而负分支与大陆

ITCZ 和季风降水增加相对应. Christiansen[5] 在平

流层大气中也找到了气候变化的双峰结构. 这些为

应用 Lorenz系统了解大气基本性质提供了依据.

由于 Lorenz 系统的非周期性, 其运动轨迹随

时间在正负两分支之间不定期的来回变换,使得对

系统变量的预报具有很大的困难. 把握 Lorenz 系

统两分支的变换规律,对预报非线性混沌系统的演

变有着重要的意义. 尽管 Lorenz 模型在非线性可

预报性研究中被广泛应用 [6−11], 但关于其两分支

相互变换预报规律的研究不多,已有的一些研究工

作 [4,12−14] 往往只获得了两条一般的预报规律, 即

系统两分支开始变换的条件和达到新分支后持续

的时间,然而系统状态什么时候达到变换条件也非

常重要,即系统从当前状态到满足分支变换条件的

时间也值得研究.

外强迫对 Lorenz系统非常重要,是影响其分歧

行为和可预报性主要原因之一. 1994 年 Palmer[15]

引进定常强迫 Lorenz 模型. 随后一些学者分析了

该强迫系统的分歧行为和时间平均行为 [16,17], 黎

爱兵等 [18] 也研究了外强迫对 Lorenz 系统可预报

性的影响. 外强迫除影响 Lorenz 系统的双峰结构

及可预报性外,还影响着 Lorenz映射的分布. Mittal

等 [16] 研究发现无外力作用时, Lorenz映射呈单尖

点分布,而外强迫作用可使映射单尖点分裂为双尖

点. 黎爱兵等 [18] 通过研究还发现 Lorenz映射两尖

点偏离单尖点的距离和方向与外强迫大小和正负
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符号密切相关.

本文以强迫 Lorenz系统为数学模型,基于外强

迫对 Lorenz映射的影响,除分析系统正负两分支相

互变换条件和各分支持续时间的一般预报规律,还

研究系统当前状态达到变换条件所需时间的预报

规律,从而对 Lorenz系统的预报提供了另一途径.

2 强迫 Lorenz模型

Palmer引进的强迫 Lorenz系统方程 [15]:

dx
dt

=−σx+σy+Fx,

dy
dt

=−xz+ rx− y+Fy,

dz
dt

= xy−bz+Fz, (1)

其中 σ = 10, b= 8/3和 r = 28, Fx, Fy和 Fz分别为对

变量 x, y和 z的定常强迫项.本文仅考虑 Fx = σF ,

Fy =−F 和 Fz = 0的情形 [16−18],且当 |F |< 1.61时,

该系统出现混沌现象.

图 1 经典 Lorenz系统空间运动轨迹及变量 x随时间演变,实
线和虚线分别表示 x > 0的正分支和 x < 0的负分支 (a)空间
运动轨迹; (b) x随时间演变

当 F = 0,即无外强迫作用时,方程 (1)为经典

Lorenz (1963) 方程 [1]. 图 1(a) 为经典 Lorenz 系统

空间运动轨迹图,描述了系统正负两奇怪吸引子 P+
和 P− 以及围绕这两吸引子运动的正负两分支; 而

图 1(b)为变量 x随时间演变图,其反映了系统正负

分支来回变换, 即 x 正负符号的转换. Lorenz 系统

一般具有两个显著的周期 [2]: 一是围绕某吸引子循

环运动的振荡周期,如图 1中系统围绕 P+ 或 P− 运

动一周或变量 x出现一次极大值的时间;二是系统

在某一分支的持续运动的时间或系统在两分支之

间的变换周期.由图 1(b)可知, 系统在两分支之间

的变换具有非周期性质,其也许围绕某分支循环几

周后才跳跃到另一分支运动,也许仅循环一周就会

发生分支变换.系统分支非周期变换反映了非线性

系统的非周期演变,可用 Lorenz映射来反映,且受

外强迫影响 [16,18,19]. 因此,为了尝试理解 Lorenz系

统分支变换, 揭示系统非周期的演变规律, 下面我

们从外强迫对 Lorenz 映射的影响中, 找出 Lorenz

系统分支变换的预报规律.

3 基于 Lorenz映射的分支变换预报规
律

尽管 Lorenz 系统具有混沌和非周期性质, 但

其分支变换是可预报的 [4,12−14].Lorenz系统围绕吸

引子循环运动一周, 变量 z 就会出现一个极大值

zmax.Lorenz 映射反映了相邻极大值 zmax(n+ 1) 和

zmax(n)之间的关系, n代表 zmax 出现的顺序,利用

此映射,已知当前 zmax 的大小,可预知下一次极大

值 zmax 的大小. 利用此映射,还可给出 Lorenz混沌

系统分支变换的三条预报规律.

3.1 预报规律 1: 分支开始变换条件

Lorenz映射反映了极大值 zmax 的出现顺序,从

中可获取两分支开始变换的条件.图 2是 F =−1.5

时关于极大值 zmax 的 Lorenz 映射双尖点图, 其中

黑色和灰色分别对应 x > 0的正分支和 x < 0的负

分支. 由该图可知, 当系统从每一尖点左侧跳跃到

其右侧时,系统正负分支发生了变换,如系统从图 2

尖点 A(B)的左侧跳跃到右侧, 其运动由正 (负)分

支变换到负 (正)分支. 图 2还给出了极大值 zmax从

S1到 S7的演变,其中 S1至 S3都处于尖点 A的左
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侧,此时系统运动处于正分支,由于 S3已超过尖点

A的位置 (即尖点最大值对应的横坐标 zA), S4跳跃

到尖点 A的右侧,系统由正分支变换为负分支. 同

样的道理,处于尖点 B左侧的 S5演变到 S6后,因

S6超过了尖点 B位置 zB, 系统运动由负分支变换

到正分支的 S7. 因此,不难得到系统分支开始变换

条件, 即当变量 z 大于某一临界值 (即相应映射尖

点位置 zA 或 zB)时,系统围绕当前分支运动即将结

束, 下一循环将跳跃到另一分支运动. 一般 Lorenz

映射左边的尖点位置要小于右边的尖点,故左尖点

左侧代表的分支容易发生变换,而围绕右尖点左侧

分支的运动相对稳定. 图 3是映射两尖点位置随外

强迫 F 的变化,其值就为系统分支发生变换的临界

值,其中方点和圆点分别代表尖点 A和 B的位置.

由该图可知, F = 0时,两尖点位置重合, Lorenz映

射呈单尖点分布,正负两分支发生变换的条件一样,

图 2 F =−1.5时关于极大值 zmax 的 Lorenz映射

图 3 Lorenz映射尖点位置 zcusp 随外强迫 F 变化

而 F ̸= 0时,映射两尖点位置发生偏离,正负两分支

变换的条件也有差异,且 |F |越大,两尖点位置距离

越大, 两分支变换条件的差别也越大. 一般负分支

随 F 增大越容易发生变换,而正分支随 F 增大变换

条件越苛刻.

3.2 预报规律 2: 分支达到变换条件所需
时间

除获得分支开始变换条件外,如果能提前预知

当前系统达到变换条件的时间,这将有利于提前预

报未来 Lorenz系统的演变,对理解非线性动力系统

的性质有重要的理论意义.由图 2可知, 当初始极

大值 zmax = 34时,系统围绕正分支运动,经过三次

循环 (S1—S3) 就可达到变换条件, 故由 Lorenz 映

射也可预测混沌系统达到变换条件所需时间,即根

据当前状态 (如当前或初始极值 zmax)可预报系统

此后达到变换条件需围绕当前吸引子循环的次数.

图 4给出了不同外强迫作用下极值 zmax 达到变换

条件需循环的次数 nc,其中黑色和灰色散点分别对

应正分支和负分支. 由该图可知,无论 Lorenz系统

受多大外强迫作用,系统围绕同一吸引子循环的次

数 nc 随极值 zmax 单调减小, zmax 越小,达到变换条

件所需循环的次数就越多. F = 0 时, 系统正负两

分支不但变换条件一样,其达到变换条件所需时间

的规律也一样, 即两分支中循环次数 nc 随 zmax 单

调递减的速率一样 (见图 4(b)). F < 0时,正分支中

系统达到变换条件的循环次数较少,且随 zmax 递减

速度较缓慢, 而负分支不但循环的次数较多, 其随

zmax 递减的速度也快 (见图 4(a)); F > 0时,结果相

反 (见图 4(c)). 为了更好地掌握和预知未来系统的

发展,我们给出系统达到变换条件所需时间的预报

规律:极值 zmax 越小,达到变换条件需循环的次数

越多,系统围绕同一吸引子循环的次数随极值 zmax

单调减小,外强迫影响其循环的次数和递减的速率.

3.3 预报规律 3: 新分支持续时间

当变量 z满足分支变换条件后,系统下次循环

将发生分支变换. 系统到达新分支后, 其本身存在

的时间或持续的长度对研究天气和气候持续状态

有着重要预报意义.在计算 Lorenz映射的同时,求

解系统在每一分支中极值 zmax 的持续个数 nd, nd

也为系统在同一分支中持续循环的次数,其可用来
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表示系统到达新分支的持续时间. 图 5反映了系统

在新分支中持续循环次数 nd 与先前分支中 z的最

大极值 zM 关系.从该图可以得出系统新分支持续

时间的预报规律,即系统在新分支持续的时间随先

前分支最大极值 zM 单调增加,且 zM 越大,持续时

间增加的幅度也越大.外强迫也影响着分支持续时

图 4 不同外强迫作用下同一分支中达到变换条件的循环次

数 nc 与极值 zmax 的关系 (a) F =−1.5; (b) F = 0; (c) F = 1.5
图 5 系统在新分支持续循环次数 nd 与旧分支最大极值 zM

的关系 (a) F =−1.5; (b) F = 0; (c) F = 1.5
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间增加的速率, F = 0时,系统在正负两分支中持续

时间的规律一样,而 F < 0时,负分支持续的时间随

zM 平均增加速率要大于正分支, F > 0时, 结果相

反.

相似的 Lorenz混沌系统分支变换预报规律,也

可从系统变量 x或 y的极值随时间的演变中获取,

关于这方面的分析本文不再重复.

4 结 论

本文以强迫 Lorenz系统为数学模型,从关于极

大值 zmax 的 Lorenz 映射中, 除获得了系统正负分

支相互变换条件和新分支持续时间的预报规律外,

还研究了系统当前状态达到变换条件所需时间的

预报规律. Lorenz映射尖点位置就为分支变换的临

界值, 当变量 z 的大小超过相应临界值时, 系统围

绕当前分支的运动即将结束,下一循环将跳跃到另

一分支运动. 一般负分支随 F 增大越容易发生变

换,而正分支随 F 增大变换条件越苛刻.系统围绕

同一吸引子循环的次数随极值 zmax 单调减小, zmax

越小, 达到变换条件需循环的次数越多, 外强迫影

响其循环的次数和递减的速率.系统在新分支持续

的时间随先前分支最大极值 zM 单调增加, zM 越大,

持续时间增加的幅度也越大,外强迫也影响其持续

时间增加的速率.

掌握 Lorenz系统分支变换的预报规律,对提前

非线性动力系统变化有着重要的理论意义.相对于

前人的工作 [4,12−14], 本文将 Lorenz系统分支变换

的预报规律扩展到了 3条,且首次分析了系统当前

状态达到变换条件所需时间的预报规律,从而为预

报 Lorenz 系统未来发展提供了另一途径. 实际中

也存在许多双分支系统, 在以后工作中, 我们将进

一步在实际非线性系统中寻找各分支体系之间相

互变换规律,从而为本文的研究结果给出强有力的

实例证据.
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Abstract
Corresponding to two strange Lorenz attractors, in the Lorenz model there exist two opposite regimes which can be called as

positive and negative regimes. Despite the trajectory of the Lorenz system changing between the two regimes back and forth with
an unfixed period, the regime change is predictable. In this paper, with the help of the Lorenz map, three rules for predicting regime
change are obtained. In particular, besides two generic predictable rules for the condition of regime transition and duration in new
regime, a new rule about length for reaching transition condition, which has not been reported in previous work, is also very important.
It provides another approach to forecasting the evolution of the nonlinear dynamical system. The results show that the position for
highest point in cusps is the critical value for regime change. When the value of variable z is greater than the corresponding critical
value, the current regime is about to end, and the Lorenz model will move to other regime in the next cycle. The length for reaching
transition condition in the current regime decreases monotonically with local maximum value zmax, and the smaller zmax in current status
implies the bigger length for reaching transition condition. The duration in new regime increases monotonically with the maximum
value zM in the previous regime, and the bigger the value of zM, the larger the range for the duration increase is. In addition, the forcing
is also associated with the prediction rules for regime change. It not only makes transition conditions for positive and negative regimes
different, but also determines the speed of decrease in length for reaching transition condition and the range of increase for duration in
new regime.

Keywords: Lorenz map, regime change, forcing, prediction rule
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