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分数阶 Chua’s系统错位同步无感模块化

电路实现及应用*
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基于分数阶混沌系统稳定性理论,设计高效的非线性控制器,实现初始值不同的两个分数阶 Chua’s系统错位投

影同步.根据分数阶复频域近似方法,提出分数阶系统的等效电路,实现分数阶 Chua’s系统错位投影同步的无感模

块化电路. 最后,利用改进的混沌掩盖通信原理,将以上同步方案应用于混沌保密通信中,在发送端使用分数阶混沌

序列对有用信号加密传送,从接收端可以无失真地恢复出有用信号.数值仿真与电路仿真证实了提出方案的可行性.
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1 引 言

分数阶动力学系统与整数阶动力学系统相

比, 分数阶动力学系统更能够呈现实际的物理工

程现象 [1,2]. 随着人们对分数阶混沌系统的深入研

究,人们相继提出了分数阶Rössler系统 [3]、分数阶

Chen系统 [4]、分数阶 Lü系统 [5]、分数阶 Lorenz系

统 [6] 等. 为了更好地利用混沌技术,分数阶混沌系

统控制与同步逐渐成为研究的热点课题. 文献 [7]

基于分数阶系统稳定性理论,设计简单的线性反馈

控制器,成功地实现了分数阶超混沌 Lü系统的所有

状态向量与正弦信号和任意不动点的追踪控制.文

献 [8]成功实现了分数阶 Chen系统和三维整数阶

Lorenz混沌系统之间的同步.文献 [9]提出了一种

用来判定分数阶混沌系统是否稳定的判定定理,实

现了异结构分数阶混沌系统的投影同步.文献 [10]

针对一类分数阶混沌系统的同步问题,设计了一种

新的自适应同步控制器以及控制增益系数自适应

律.文献 [11]提出了一种新型的错位投影同步方案,

实现了初始值不同的两个同结构 Qi混沌系统错位

投影同步,并将此同步方案应用于保密通信中, 为

混沌保密通信开辟了新的路径. 文献 [12]提出了一

种基于延时的分数阶混沌逻辑系统图像加密方法,

通过嵌入密钥序列、时变时滞和分数阶导数,从而

提高了此图像加密方案的安全性能.

近年来,关于 Chua’s混沌系统 [13] 控制与同步

研究已有不少, 而且多数是基于有感电路分析,难

于进行实际的电路调试.若将同步电路的实现无感

化, 那么实际电路易于调试,在混沌保密通信中具

有更好实用性. 文献 [14] 提出了一种仅需传递单

路信号实现混沌自适应同步的方法,并实现了两个

Chua’s系统渐进达到同步,而且辨识出响应系统的

未知参数. 文献 [15] 对四阶 Chua’s 系统的相平面

和时序进行数值仿真,分析了此非光滑系统的分岔.

然而,对分数阶 Chua’s系统同步控制的电路实现以

及在保密通信中的应用研究鲜少. 文献 [16]通过分

析分数阶变形 Chua’s系统,发现混沌行为存在于分

数阶非线性动力学系统中分数阶的阶数小于 3,但

是没有对分数阶变形 Chua’s系统进行相应的电路
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设计.因而,开展分数阶 Chua’s混沌系统的错位投

影同步研究、无感电路设计以及通信应用,具有重

要的实际意义.

本文针对分数阶 Chua’s混沌系统进行研究,基

于分数阶线性系统稳定理论,设计同步方案, 实现

初始值不同的两个分数阶 Chua’s混沌系统的错位

投影同步.设计出分数阶等效模块电路,基于Muli-

tisim软件构建分数阶 Chua’s混沌系统错位投影同

步的无感模块化电路图, 完成同步电路的模拟. 然

后, 将该同步方案应用到混沌系统的保密通信中,

证实错位投影同步方案在保密通信中的有效性.

2 分数阶 Chua’s系统

分数阶 Chua’s系统的数学模型为
dqx1

dtq = a[y1 −h(x1)],

dqy1

dtq = x1 − y1 + z1,

dqz1

dtq =−by1. (1)

其中,非线性函数为

h(x1) = m1x1 +0.5(m0 −m1)[|x1 +1|− |x1 −1|],

q 为分数阶的阶数. a, b, m0, m1 为控制参数, x1,

y1, z1 为系统的状态变量. 选取系统参数 a = 10,

b = 14.7, m0 =−0.144, m1 = 0.256,初始值 [0.2 −0.1

0.1]. 对分数阶 q ∈ (0.01,0.99)进行数值仿真,步长

取为 0.005,逼近误差为 1 dB.当分数阶 0 < q 6 0.96

时系统 (1)出现周期或者不动点;当 q = 0.97时,系

统 (1) 出现单涡卷; 当 q = 0.98 和 0.99 时, 系统

(1)出现双涡卷. 分数阶 Chua’s系统相平面如图 1

所示.

图 1 分数阶 Chua’s系统相平面图 (q = 0.98) (a) x1-y1 相平面; (b) x1-z1 相平面

3 分数阶 Chua’s系统的错位投影同步

根据文献 [11],混沌系统错位投影同步是指要

求驱动系统与响应系统的状态向量至少有一对状

态向量不按照广义投影同步的对应关系.下面将设

计合适的非线性反馈控制器,研究初始值不同的两

个分数阶 Chua’s系统错位投影同步及应用. 考虑如

下耦合的两个非线性混沌系统

ẋi = f (xi),

ẏ j = g(y j)+u j, (2)

其中, i, j = 1,2, · · · ,n, 系统 (2) 中的第一式为驱

动系统, 系统 (2) 中的第二式为响应系统, 其中

u j 为设置的控制器. 假设存在 α (α ̸= 0), 使得

lim
t→∞

∥y j −αxi∥ = 0, 并且 i 和 j 至少有一对值不相

等,那么称系统 (2)完成了错位投影同步.

以系统 (1)作为驱动系统,响应系统设为

dqx2

dtq = a[y2 −h(x2)]+u1,

dqy2

dtq = x2 − y2 + z2 +u2,
dqz2

dtq =−by2 +u3. (3)

其中, u1, u2, u3 为控制器. 定义错位投影同步

误差为

e1 = y2 −αx1,

e2 = z2 −αy1, e3 = x2 −αz1. (4)
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误差系统动力学方程为

dqe1

dtq = x2 − y2 + z2 −αa[y1 −h(x1)]+u2,

dqe2

dtq =−by2 −α(x1 − y1 + z1)+u3,

dqe3

dtq = a[y2 −h(x2)]+αby1 +u1. (5)

控制器 u1, u2, u3 设为

u1 =−a[y2 −h(x2)]−αby1 − k3e3,

u2 =−αz1 +αx1 −αah(x1)+αy1(a−1),

u3 =−αy1 +αz1 +αx1(b+1)− k2e2. (6)

将 (6)式代入 (5)式,得到如下误差方程:

dqei

dtq =


−1 1 1

−b −k2 0

0 0 −k3




e1

e2

e3

 , (7)

其中, i = 1,2,3, k2 > 0,k3 > 0. 通过计算得到, (7)式

中系数矩阵的三个特征值为

λ1,2 =
−(1+ k2)±

√
(k2 +1)2 −4(b+ k2)

2
,

λ3 =−k3. (8)

上式中 λ3 为负实数. 参数 b = 14.7. 通过分析, 当

0 < k2 6 8.53 时, 特征值 λ1,2 为具有负实部的共

轭复根, 当 k2 > 8.53 时, 特征值 λ1,2 为负实数. 显

然, 当分数阶次数 q ∈ (0.01,0.99) 时, 特征值都满

足 |arg(λi)| > qπ/2, (i = 1,2,3),表明只要控制参数

k2 > 0,k3 > 0,对于 0 < q < 1的分数阶 Chua’s系统

同步控制都适用. 根据分数阶线性系统稳定原理,

在误差系统 (7)的零点渐进稳定,从而实现了驱动

系统 (1)和响应系统 (3)的状态向量错位投影同步.

采用预估 -校正法进行数值仿真,设 ki = 1(i =

2,3),时间步长为 0.005,系统的初始值为 [0.2, −0.1,

0.1, 0.5, 0.3, −0.2]. 选取比例因子 α = 0.5, 以

q = 0.98 为例, 观测分数阶 Chua’s 系统的错位投

影同步结果,仿真结果如图 2所示. 图 2(a)表示驱

动系统和相应系统的相平面图,图 2(b)和 (c)表示

驱动系统和响应系统的状态向量时序图. 图 2(d)

表示错位同步的误差响应曲线,呈现振荡衰减. 可

见, 当时间 t > 5 s 时, 满足 y2 = 0.5x1, z2 = 0.5y1,

x2 = 0.5z1,从而实现了分数阶 Chua’s系统的错位投

影同步,同步响应速度快,性能好.

图 2 分数阶 Chua’s系统错位投影仿真图 (a) x1-y1 和 y2-z2 相平面; (b) y1 和 z2 时序; (c) z1 和 x2 时序; (d)误差响应曲线
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4 错位投影同步的电路实现

利用 Multisim 电路软件, 实现以上分数阶

Chua’s 系统的同步电路设计与模拟, 从而验证数

值仿真的有效性. 首先, 需要给出分数阶系统的等

效电路模块. 在以往文献中, 分数阶次数 q精确到

小数点后两位的等效电路模块很少. 这里根据文献

[17]的算法,计算出逼近误差为 1dB的等效表达式,

以 1/s0.98 为例:

1/s0.98 =
1.2974(s+1125)

(s+1423)(s+0.01125)
, (9)

接着,利用文献 [18]设计的分数阶等效串并联 RC

模块电路单元,给出 (9)式中 1/sq 展开式的复频域

等效电路,如图 3所示. 端口 A与 B之间的传递函

数 H(s)为

H(s) =
R1

sR1C1 +1
+

R2

sR2C2 +1
=

1
C0

×

(
C0

C1
+

C0

C2

)[
s+

(
1

R1
+

1
R2

)
/(C1 +C2)]

(s+1/R1C1)(s+1/R2C2)
, (10)

其中 C0 为单位参数, 令 C0 = 1µF , F(s) = 1/s0.98

和 F(s) = H(s) ·C0. 将 (9) 式与 (10) 式进行比较,

得到 1/s0.98 的单元电路中元器件的参数值为:

R1 = 91.1873 MΩ, R2 = 190.933 Ω, C1 = 0.97532 µF,

C2 = 3.68059 µF.

图 3 实现 1/sq 的单元电路 (q = 0.98)

根据分数阶 Chua’s 系统的同步思想以及

图 3 的等效模块, 进行电路设计. 投影同步电

路如图 4 所示. 电路中分数阶模块的电阻电

容值为: Rai = 91.1873 MΩ, Rbi = 190.933 Ω, Cai =

0.97532 µF, Cbi = 3.68059 µF, i = 1,2,3,4,5,6. 其余

电阻值都在电路上表示.所有运放Ui, (i= 1, · · · ,20)

型号选用 TL082. 利用运放的限幅功能, 运放

U1,U15 与相连的电阻一起, 实现了分数阶 Chua’s

系统的非线性分段函数部分,这样取代了经典蔡氏

电路的电感模块电路, 便于实际电路的调节, 具有

很好的实用价值.其余运放都是实现正常的放大作

用. 实验结果如图 5所示, 图中显示的是对应状态

向量的同步时序图,以及同步状态向量之间的关系

图. 可见,两个分数阶 Chua’s系统错位同步的对应

向量,都能够按照相应的比例因子 0.5达到了同步

状态. 电路实验模拟结果与数值仿真结果完全符合.

5 在保密通信中的应用

混沌同步的实现,解决了混沌保密通信技术的

难点问题,使得混沌保密通信成为可能.尤其是,分

数阶的混沌系统同步应用到保密通信中, 具有更

强的抗破译能力, 因而在保密通信等领域具有更

广泛的应用前景. 这里将分数阶 Chua’s 混沌系统

的错位投影同步应用于保密通信中. 利用如图 6

所示的改进混沌掩盖保密通信方案 [19], 实现信号

的保密传输. 将 (1) 式的驱动系统作为发送器, (3)

式的受控响应动系统作为接收器, 利用混沌序列

x1 和 y2 的错位投影同步, 实现对有用信号的加密

传输.当实现错位投影同步时, 同步误差衰减并趋

于零,有 e1 = y2 −αx1 → 0. 此时,接收器的恢复信

号为 s′(t),即

s′(t) = m(t)− y2/α

= x1 + s(t)− y2/α → s(t), (11)

上式表明同步发生时,发送器发送的信息信号能够

不失真地被接收器恢复.

设需要传输的有用信号是一组周期为 1、幅

值为 1 的正弦信号, 即 p(t) = sin(2πt), 匹配系数

k = 2. 正弦信号与混沌序列混叠后的信号为

m′(t) = x1(t)+ k sin(2πt). 利用以上的同步控制方

案,实现两个分数阶 Chua’s系统的错位投影同步并

进行信号加密与解密.仿真结果如图 7所示. 可以

看出,传送的正弦信号通过混沌序列的隐藏后, 在

混叠信号中已经完全看不出原有的有用信号,该方

法有效地完成了信号的传输加密,并且在接收端不

失真地恢复了,说明了分数阶 Chua’s系统错位投影

同步方案的有效性.
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图 4 分数阶 Chua’s系统错位投影同步电路
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图 5 电路仿真实验 (a) x1 和 y2 时序; (b) x1-y2 相平面; (c) y1 和 z2 时序; (d) y1-z2 相平面; (e) z1 和 x2 时序; (f) z1-x2 相平面

图 6 改进混沌掩盖保密通信方案
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图 7 正弦信号仿真结果 (a)传输的有用信号 p(t); (b)传输的混叠信号 m′(t); (c)接收端恢复的有用信号 p′(t); (d)恢复信号与传送信
号的误差信号 error′ = p(t)− p′(t)

6 结 论

本文研究了分数阶 Chua’s系统的非线性动力

学行为,并构造合适的控制器, 实现了两个分数阶

Chua’s 系统的错位投影同步, 对应状态向量按照

比例同步,误差曲线衰减快. 设计了分数阶的单元

模块电路,利用Multisim软件实现了分数阶 Chua’s

系统错位投影同步的无感模块化电路. 此外, 将错

位投影同步方案应用到保密通信中, 通信方案达

到预期的效果, 这表明该系统错位投影同步的有

效性和可行性, 为进一步研究高维分数阶混沌系

统的控制、同步与应用打下了坚实的基础,为混沌

系统在保密通信和工程实际中的应用提供了新的

路径.
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Abstract
In this paper, from the stability theory of fractional-order chaotic system, a kind of dislocated projective synchronization for

fractional-order Chua’s system is successfully completed through a nonlinear controller. Meanwhile, the fractional-order unit circuit is
designed, according to the series-parallel structure of resistor-capacitor and the approximate linear transfer function expression for the
complex frequency domain. Thus, non-inductive modular circuit of dislocated projective synchronization of fractional-order Chua’s
system is realized. The circuit simulation results prove the feasibility of the scheme. Furthermore, the method can be applied in secure
communication through the improved chaotic masking. The information signal can be concealed and recovered. Numerical simulation
results show the effectiveness of the proposed method.

Keywords: fractional-order Chua’s system, dislocated synchronization, non-inductive modular circuit, secure com-
munication
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