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噪声下时滞复杂网络的局部自适应 H无穷一致性*
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针对具有噪声的一般时滞复杂动力网络,研究了它的局部自适应 H无穷一致性问题,其中网络包含未知但有界

的非线性耦合函数、节点和耦合项都具有时变时滞. 基于李雅谱诺夫稳定性理论,线性矩阵不等式优化技术以及自

适应控制方法,提出了局部自适应 H无穷一致充分条件,这些条件不仅可以保证受噪声扰动的网络获得鲁棒渐近一

致,而且可以让网络达到一个给定的鲁棒 H无穷水平. 数值模拟验证了所提出的方法的可行性和有效性.
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1 引 言

复杂网络的每个动力节点的一致性问题是复

杂动力网络研究中的一个有趣且有意义的问题.最
主要的原因是网络的一致性在各个领域中都有许

多应用,譬如在通信网络中的信息交换一致、数值
信号、模拟信号的一致性转换等等 [1−4]. 在过去的
20年里,各种各样的复杂网络的一致性问题已被深
入地探讨 [2,5−11].

但是, 在这些文献中, 很少涉及具有噪声扰动
的复杂网络. 在实际生活中, 因为不确定因素的存
在, 例如在物理系统中的随机力以及由环境的不
确定所产生的噪声等, 需要考虑噪声造成的干扰,
而且在网络之间或在子系统中的信号传输存在环

境干扰是不可避免的. 当分析复杂网络的动力学
行为时, 获得的结果经常受到外部噪声的极大影
响[4,12]. 文献 [4]研究了因特网的鲁棒性和脆弱性.
文献 [12]探讨了基因调控网络在外部干扰下的鲁
棒性和演化能力. 和不具有外部噪声干扰的复杂网
络的一致性问题相比较而言,具有噪声的复杂网络
的一致性问题研究得不多 [13−17]. 文献 [13, 14] 研
究了随机扰动下的离散复杂网络的一致性问题;文
献 [15]提出了具有马尔可夫跳跃随机复杂动力网

络的一致标准; Li等 [16] 研究了利用 H无穷控制方
法使得具有外部扰动的线性复杂网络达到一致; Ke
等 [17] 研究了具有随机扰动的一般时滞复杂动力网

络的一致性问题.

因为有噪声干扰的存在,在时滞复杂动力网络
的实际研究中, 必须考虑噪声因素, 这对于研究具
有噪声的复杂网络的稳定性非常重要.在经典控制
理论中,对控制系统的外部干扰和内部的参数扰动,
人们利用反馈和前馈来尽量消除它们的影响,改善
系统的性能. H无穷控制方法和自适应控制方法是
处理这类问题的两个有效的方法 [18−20]. 基于 H无
穷控制和自适应控制, Wei和Wang[18] 对混沌系统

的一致性进行了研究; Wang等 [19]讨论了不确定系

统的控制问题; Lin等 [20]研究了不确定分数阶混沌

系统的一致性问题.利用 H无穷方法,复杂网络不
仅可以获得内部的稳定性 (鲁棒稳定)而且可以满
足外部一定的相容性 (鲁棒水平). 同时将自适应方
法和 H无穷方法应用到具有外部噪声的复杂动力
网络中将是一个具有挑战性的问题.

基于以上分析,本文研究具有噪声的时滞复杂
动力网络的自适应 H 无穷一致性问题, 其中网络
包含未知但有界的非线性耦合函数、节点和耦合

项都具有时变时滞,这种网络代表了实际生活中的
很多网络. 利用李雅普诺夫方法和线性矩阵不等式
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(LMI)方法,提出了两个新的局部自适应 H无穷一
致性充分条件. 根据这些控制技术, 复杂网络的内
部将达到自适应渐近一致,而复杂网络外部则因为
有外部噪声的存在而达到了一个鲁棒 H无穷水平.
所以,本文具有两个创新点: 1)研究的复杂网络较
其他文献更具有一般性,因为我们考虑的网络不仅
包含外部噪声,而且含有非线性的耦合函数、时变
时滞同时出现在节点系统和网络耦合项中; 2)利用
自适应控制和 H无穷控制方法,从理论上提出了这
种网络的局部自适应 H无穷一致性充分条件,这些
条件简单易行.

2 问题的提出和预备知识

2.1 问题的提出

考虑一个由 N 个相同节点构成的时滞复杂动

力网络, 网络中每个节点都是一个 n 维系统. 整个
网络的状态方程可表示为

ẋi(t) = f (xi (t − τ (t)))

+ c
N

∑
j=1

Ai jH (x j(t),x j(t − τ(t)))+Gwi(t),

i = 1,2, · · · ,N, (1)

其中 f : Rn →Rn是一个连续可微的有界非线性函

数, xi = (xi1,xi2, · · · ,xin)
T ∈Rn 是第 i个节点的状态

变量, τ(t)是每个节点的时变时滞,它连续可微且满
足

τ̇(t)6 τ < ∞, (2)

其中 τ 是已知的非零常数,常数 c > 0是耦合强度,
A= (Ai j)N×N 是网络的外部耦合矩阵. 其中Ai j 定

义如下: 若节点 i和节点 j ( j ̸= i)之间有连接,那么
Ai j = A ji = 1; 否则, Ai j = A ji = 0( j ̸= i). 而且矩
阵A的对角线元素定义为

Aii =−
N

∑
j=1
j ̸=i

Ai j =−
N

∑
j=1
j ̸=i

A ji, i = 1,2, · · · ,N. (3)

G是一个具有适当维数的矩阵, wi(t) ∈Rn 是外部

噪声, H : Rn ×Rn →Rn 是未知但有界的非线性函

数. 特别地,当 H 是线性函数时,网络 (1)可以写成

ẋi(t) = f (xi (t − τ(t)))

+ c
N

∑
j=1

Ai j(Cx j(t)+Dx j(t − τ(t)))+Gwi(t),

i = 1,2, · · · ,N. (4)

其中 C 和D是两个具有适当维数的矩阵.
注 1 在本文, 我们主要讨论网络 (1)在控制

器 ui (i = 1—N)的作用下的局部自适应 H无穷一
致性问题,所以,网络 (1)的状态方程施加控制器可
表示为

ẋi(t) = f (xi (t − τ (t)))

+ c
N

∑
j=1

Ai jH (x j(t),x j(t − τ(t)))+Gwi(t)+ui,

i = 1,2, · · · ,N. (5)

定义 1 (自适应渐近一致 [9]) 一般地,若

x1(t) = x2(t) = · · ·= xN(t) = s(t) (t → ∞), (6)

则称复杂动力网络 (5)渐近一致,其中 s(t) ∈Rn 是

下面孤立节点系统的解

ṡ(t) = f (s(t − τ(t))). (7)

假设 ei(t) = xi(t)− s(t),由网络 (5)和系统 (7),
我们有误差系统

ėi(t) = f̄ (ei (t − τ (t)))

+ c
N

∑
j=1

Ai jH̄ (e j(t),e j(t − τ(t)))+Gwi(t)+ui,

i = 1,2, · · · ,N, (8)

其中 f̄ (ei(t − τ(t)))= f (xi (t − τ(t)))− f (s(t − τ(t)))
且

H̄ (e j(t),e j (t − τ(t)))

=H (x j(t),x j (t − τ (t)))−H (s(t),s(t − τ(t))) .

注 2 由上面分析可知, 复杂网络 (5)达到一
致的充分必要条件是误差系统 (8)在控制器的作用
下的状态变量趋于零,所以我们的问题就转而研究
误差系统 (8).
下面,我们给出自适应 H无穷一致的定义.
定义 2(自适应 H无穷一致 [21]) 给定零初始

值和一个噪声扰动衰减水平值 γ > 0, 在合适的控
制器 ui 下, 当网络的误差系统 (8) 满足如下条件
(9),则称网络 (5)达到自适应 H无穷一致,∫ ∞

0
eT

i (t)Sei(t)dt < γ2
∫ ∞

0
wT

i (t)wi(t)dt,

i = 1,2, · · · ,N, (9)

其中 S 为正定对称矩阵.
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2.2 预备知识

为了更好地说明问题,本文总假设E是具有合

适维数的单位矩阵,所用的范数 ∥ · ∥为 1-范数,并
给出下面几个假设和引理.
假设 1 设 B(t)

def
=D f (s(t)) = (bi j(t))n×n ∈

Rn×n 是 f (x(t)) 在 s(t) 上的雅可比矩阵. 同时,
假设B = (bi j)n×n ∈Rn×n,其中 bi j 是 bi j(t) (t ∈R)
的最大值.
假设 2 设对于所有的 x ∈Rn,存在矩阵K1,

K2 ∈Rn×n 使得

∥H̄ (x(t),x(t − τ (t)))∥2

6∥K1x(t)∥2 +∥K2x(t − τ(t))∥2 . (10)

引理 1 对于任意矩阵 X,Y ∈Rn×m, 下面的
矩阵不等式成立

XTY +Y TX 6XTAX+Y TA−1Y ,

其中AT =A> 0, A ∈Rn×n.

引理 2 (Schur complement[22]) 假设 Q(x) =

Q(x)T, R(x) = R(x)T 和 S(x) 都是 x 的矩阵函数,

下列线性矩阵不等式Q(x) S(x)

S(x)T R(x)

< 0

等价于下列条件中的任何一个

1) R(x)< 0, Q(x)−S(x)R(x)−1S(x)T < 0,

2) Q(x)< 0, R(x)−ST(x)Q(x)−1S(x)< 0.

3 主要结果

在本节, 我们将提出复杂动力网络 (5)的局部

自适应 H无穷一致性充分条件.

定理 1 当假设 1 和 2 成立时, 对于给定的

S = ST > 0和 γ > 0,若存在两个正定的矩阵 P 和

Q使得



−2α∗
i P +Q+S+

1
γ2PGGTP PB KT

1 0

BTP −(1− τ)Q 0 KT
2

K1 0
−1

c
N

∑
j=1

∣∣A ji
∣∣E 0

0 K2 0
−1

c
N

∑
j=1

∣∣A ji
∣∣E


< 0, (11)

成立,那么网络 (1)在控制器

ui(t) =−αiei(t) (12)

和自适应律

α̇i = 2βieT
i (t)P ei(t) (13)

的作用下达到自适应 H无穷一致,其中 α∗
i 是 αi 的

近似值,而 βi 为正常数.

证明 对网络 (8)关于 s(t)进行线性化,我们

有

ėi(t) =B(t − τ(t))ei(t − τ(t))

+ c
N

∑
j=1

Ai jH̄ (e j(t),e j (t − τ(t)))+Gwi(t)+ui,

i = 1,2, · · · ,N. (14)

构造一个李雅普诺夫函数为

V (t) =
N

∑
i=1

[
eT

i (t)Pei(t)+
∫ t

t−τ(t)
eT

i (s)Qei(s)ds
]

+
N

∑
i=1

(αi −α∗
i )

2

2βi
, (15)

则 V (t) 在控制器 (12) 和自适应律 (13) 的作用下,

关于误差系统 (14)的导数有

V̇ (t) =
N

∑
i=1

(
ėT

i (t)P ei(t)+ eT
i (t)P ėi(t)+ eT

i (t)Qei(t)

− (1− τ̇(t))eT
i (t − τ (t))Qei(t − τ(t))

)
+

N

∑
i=1

[
(αi −α∗

i ) α̇i

βi

]
=

N

∑
i=1

[
eT

i (t − τ(t))BT(t − τ(t))P ei(t)
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+ c
N

∑
j=1

Ai jH̄T (e j(t),e j(t − τ(t)))P ei(t)

+wT
i (t)G

TP ei(t)

+ eT
i (t)PB(t − τ(t))ei(t − τ(t))

+ c
N

∑
j=1

Ai jeT
i (t)P H̄ (e j(t),e j (t − τ(t)))

+ eT
i (t)PGwi(t)+ eT

i (t)Qei(t)

− (1− τ̇(t))eT
i (t − τ(t))Qei (t − τ(t))

−2α∗
i eT

i (t)P ei(t)
]
.

由引理 1,有

wT
i (t)G

TP ei(t)+ eT
i (t)PGwi(t)

6γ2wT
i (t)wi (t)+

1
γ2 eT

i (t)PGGTP ei(t) (16)

和

H̄T (e j(t),e j (t − τ (t)))P ei(t)

+ eT
i (t)P H̄ (e j(t),e j (t − τ(t)))

6H̄T (e j(t),e j (t − τ(t))) H̄ (e j(t),e j(t − τ(t)))

+ eT
i (t)P

2ei(t), (17)

所以,

V̇ (t)6
N

∑
i=1

[
eT

i (t − τ(t))BT(t − τ(t))P ei(t)+ eT
i (t)PB (t − τ(t))ei(t − τ(t))+ γ2wT

i (t)wi(t)+ eT
i (t)Qei(t)

− (1− τ̇(t))eT
i (t − τ(t))Qei(t − τ(t))+

1
γ2 eT

i (t)PGGTP ei(t)−2α∗
i eT

i (t)P ei(t)
]

+ c
N

∑
i=1

N

∑
j=1

Ai j

(
H̄T (e j(t),e j(t − τ(t)))× H̄ (e j(t),e j (t − τ(t)))+ eT

i (t)P
2ei(t)

)
.

根据 (10)式,上面的不等式表示为

V̇ (t)6
N

∑
i=1

[
eT

i (t − τ(t))BT (t − τ (t))P ei(t)+ eT
i (t)PB (t − τ(t))ei(t − τ(t))+ γ2wT

i (t)wi(t)

+ eT
i (t)Qei(t)− (1− τ)eT

i (t − τ(t))Qei (t − τ(t))+
1
γ2 eT

i (t)PGGTP ei(t)−2α∗
i eT

i (t)P ei(t)
]

+
N

∑
i=1

(
c

N

∑
j=1

∣∣A ji
∣∣)(eT

i (t)K
T
1 K1ei(t)+ eT

i (t − τ(t))KT
2 K2ei(t − τ(t))

)
=

N

∑
i=1

[
eT

i (t)
(

1
γ2PGGTP −2α∗

i P +Q+S+

(
c

N

∑
j=1

∣∣A ji
∣∣)KT

1 K1

)
ei(t)+ γ2wT

i (t)wi(t)

+ eT
i (t − τ(t))

((
c

N

∑
j=1

∣∣A ji
∣∣)KT

2 K2 − (1− τ)Q
)

ei (t − τ(t))− eT
i (t)Sei(t)

]

+
N

∑
i=1

(
eT

i (t − τ(t))BTP ei(t)+ eT
i (t)PBei (t − τ(t))

)
. (18)

假设 
1
γ2PGGTP −2α∗

i P +Q+S+

(
c

N
∑
j=1

|A ji|
)
KT

1 K1 PB

BTP

(
c

N
∑
j=1

∣∣A ji
∣∣)KT

2 K2 − (1− τ)Q

< 0, (19)

则

V̇ (t)6
N

∑
i=1

[
−eT

i (t)Sei(t)+ γ2wT
i (t)wi(t)

]
. (20)

对不等式 (20)求从 0到 ∞的定积分,有

V (∞)−V (0)

<
N

∑
i=1

[
−
∫ ∞

0
eT

i (t)Sei(t)dt + γ2
∫ ∞

0
wT

i (t)wi(t)dt
]
.

因为 V (∞)> 0,且 V (0) = 0,所以

V (∞)+
N

∑
i=0

∫ ∞

0
eT

i (t)Sei(t)dt <
N

∑
i=1

γ2
∫ ∞

0
wT

i (t)wi(t)dt.
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从而, ∫ ∞

0
eT

i (t)Sei(t)dt < γ2
∫ ∞

0
wT

i (t)wi(t)dt,

上式意味着在各种假设下, 复杂网络 (8)达到了局
部自适应 H无穷渐近一致.而且,要注意到不等式
(19) 不是标准的 LMI 形式, 利用引理 2, 可以把它
改写为不等式 (11). 至此,证毕.

定理 1提出了噪声下的复杂网络 (1)达到自适

应 H无穷一致的标准.下面的定理 2表明了当复杂

网络 (1)没有外部噪声的时候, 网络内部获得自适

应渐近一致的充分条件.

定理 2 当假设 1 和 2 成立时, 对于给定的

S = ST > 0,若存在两个正定矩阵 P 和Q,使得



−2α∗
i P +Q+S PB KT

1 0

BTP −(1− τ)Q 0 KT
2

K1 0
−1

c
N
∑
j=1

∣∣A ji
∣∣E 0

0 K2 0
−1

c
N
∑
j=1

∣∣A ji
∣∣E


< 0 (21)

成立,则没有噪声的复杂网络 (1)在控制器 (12)、自适应律 (13)的作用下,达到自适应渐近一致.
证明 假设 wi(t) = 0,类似于定理 1的证明,由 (18)式,我们有

V̇ (t)6
N

∑
i=1

[
−2α∗

i eT
i (t)Pei(t)+ eT

i (t)Qei(t)− (1− τ)eT
i (t − τ(t))Qei (t − τ(t))+ eT

i (t)PBei (t − τ(t))

+

(
c

N

∑
j=1

∣∣A ji
∣∣)(eT

i (t)K
T
1 K1ei(t)+ eT

i (t − τ(t))KT
2 K2ei (t − τ(t))

)
+ eT

i (t − τ (t))BTP ei(t)
]

当 
−2α∗

i P +Q+S+

(
c

N
∑
j=1

∣∣A ji
∣∣)KT

1 K1 PB

BTP

(
c

N
∑
j=1

∣∣A ji
∣∣)KT

2 K2 − (1− τ)Q

< 0,

由引理 2,它等价于不等式 (21),我们有

V̇ (t)6
N

∑
i=1

[
−eT

i (t)Sei(t)
]
.

所以, 没有噪声的网络 (1) 在控制器 (12)、自适应
律 (13)的作用下,达到自适应渐近一致.证毕.
注 3 当耦合函数 H 是线性函数时, 也即网

络 (4),则同样可以获得复杂网络 (4)达到自适应 H
无穷一致的充分条件. 这时, 定理 1 和定理 2 中的
线性矩阵不等式 (11) 和 (21) 将更简单, 只需要把
K1 =C 和K2 =D代入定理 1和定理 2即可.

4 数值模拟

为了验证前面理论分析的主要结果,下面我们
将对一个由 100 个节点构成的小世界网络进行数

值模拟. 考虑一个具有 100 个节点的小世界网络
(1),网络 (1)的平均路径长度为 0.5814,它的每个节
点动力系统都是具有时滞的 Lorenz系统

ẋi1 = a1(xi2 −xi1),

ẋi2 = a3xi1 −xi1xi3 −xi2,

ẋi3 = xi1xi2 −a2xi3,

i = 1,2, · · · ,100,

其中 a1, a2, a3是实数. 当 a1 = 10, a2 = 8/3, a3 = 28
时, Lorenz系统是混沌的. 同时, 本数值模拟中, 设
网络 (1)的耦合函数为

H (xi(t),xi (t − τ(t)))

=
(
x2

i1(t),xi2 (t − τ(t)) ,−xi3 (t − τ(t))
)T

i = 1,2, · · · ,100,

设 wi(t)是高斯噪声. 为了简单起见,给定网络中的
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参数分别为 τ(t) = 1, G= (1,1,1)T, c = 0.3, γ = 0.5
和 S = diag(0.1,0.1,0.1). 在所有的数值模拟中,设
初始值为 αi = βi = 0.5∗ i (i = 1,2, · · · ,50),且设孤立
系统的初始值为 s = (3,−10,8). 图 1和图 2分别是
无噪声和有噪声的小世界网络 (1) 的动力轨迹图,
其中网络 (1) 的初始值为 xi = (−0.05i,0.05i,0.5i),
i = 1,2, · · · ,100. 因为噪声的存在,在初始值完全相
同的情形下,图 1系统轨迹在短时间内不同于图 2.

图 1 无噪声小世界网络 (1)的运动轨迹

图 2 噪声下小世界网络 (1)的运动轨迹

根据定理 1,利用 Matlab的 LMI工具箱,可以
找到正定矩阵 P 和Q

P =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

Q=


124.9420 6.7632 −2.2380

6.7632 41.7484 −36.0151

−2.2380 −36.0151 74.8563

 ,

使得满足定理 1的条件 (11). 在上述条件下, 对无
噪声和有噪声的网络 (1)施加控制器 (12), (13),获
得了无噪声和有噪声情况下误差系统 (8)的运动轨
迹图, 如图 3和图 5所示. 图 3的轨迹很快都渐近
趋于零,说明无噪声的网络 (1)在控制器 (12), (13)
的作用下,网络内部很快达到一致.图 5的第二个、
第三个子图也很快趋于零,而从第一个子图可以看
出, 误差系统的轨迹在零的附近有很小的摆动, 说
明在网络外部施加噪声的干扰,网络的误差系统没
有大的改变, 它的运动轨迹是有界的. 图 4 和图 6
分别表示无噪声和有噪声的情况下自适应律 (13)
的轨迹图,它们都表明自适应控制律很快都趋于稳
定值.更进一步地,图 7说明在零初始条件下,误差
的 H∞ 范数和外部噪声 H∞ 范数的比值开方在扰动

衰减水平 γ = 0.5之内,证明了∫ ∞

0
eT

i (t)Sei(t)dt 6 γ2
∫ ∞

0
wT

i (t)wi(t)dt,

也即网络 (1) 的各个节点达到了自适应 H 无穷一
致,从而验证了本文提出的理论的正确性和有效性.

图 3 无噪声的误差系统 (8)轨迹图

图 4 无噪声的自适应律轨迹图
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图 5 有噪声的误差系统 (8)轨迹图

图 6 有噪声的自适应律轨迹图

图 7 误差的 H∞ 范数和外部噪声的 H∞ 范数的比值开方与时

间关系图

5 结 论

本文研究了具有噪声的时滞复杂动力网络的

一致性问题,其中网络具有非线性耦合函数、节点
系统和耦合项都有时变时滞. 这种形式的网络代表
了实际中的很多网络, 在以往的文献中很少涉及.
基于李亚普诺夫稳定性理论、LMI 技术、H 无穷
控制和自适应控制方法,本文提出了几个局部自适
应 H无穷一致充分条件.这些条件能够保证网络的
每个节点内部达到自适应 H 无穷一致, 在此基础
上,网络外部也达到了一定的 H无穷衰减水平. 而
且,我们的假设和所获得的自适应控制器形式非常
简单,在实际中也便于实现. 最后,本文做了非常详
细的数值模拟,这些数值模拟证明了我们所提出的
理论的正确性和有效性.
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Abstract
The local adaptive H∞ consistency is intensively investigated for delayed complex dynamical networks with noise. The network

under consideration contains unknown but bounded nonlinear coupling functions and time-varying delays which appear in the coupling
term and the node system simultaneously. Based on the Lyapunov stability theory, linear matrix inequality optimization technique and
adaptive control, several local adaptive H∞ consistency schemes are established which guarantee robust asymptotically consistency for
each node of noise-perturbed network as well as achieving a prescribed robust H∞ performance level. Finally, detailed and satisfactory
numerical simulations validate the feasibility and the correctness of the proposed techniques.
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