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光晶格动量依赖偶极势中原子运动

余学才† 汪平和 张利勋

(电子科技大学光电信息学院,成都 610054 )

( 2013年1月25日收到; 2013年3月29日收到修改稿 )

研究了原子在光晶格偶极势依赖原子动量情况下的运动,特别考虑了偶极势对原子动量的依赖特性. 对动量和

位置的方差研究表明,原子的动量方差呈现压缩性质,位置方差呈现放大性质. 据此我们预言光晶格动量依赖偶极

势中的单粒子态可能接近动量压缩线态. 研究结果还表明,红失谐情况下原子的动量演化可分为三个过程: 第一个

过程是慢减速过程,初始动量较大的原子,动量以近似阻尼振荡的形式衰减;第二个过程是快减速过程,当动量被减

速到接近到光子动量时,动量迅速减小到 h̄k(Ω/γ)2,其中 h̄k为光子动量, Ω 为拉比频率, γ 为原子波函数衰减函数;

第三个过程是原子被囚禁过程,当原子动能被降低到小于势井深度时,原子被囚禁在晶格波腹附近.
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1 引 言

近二十年来,中性原子激光导引、冷却和操作

的迅速发展开辟了原子光学学科 [1−3]. 置于激光场

中的中性原子, 在共振或近共振相互作用下, 主要

受到两个力的作用. 一个力是源于自发辐射的辐

射力, 另一个力是原子偶极矩受光场的作用力, 后

者正比于光场的空间梯度. 在驻波激光场中, 驻波

激光场形成一个 1维或 2维的空间周期势晶格.偶

极力用于原子导波 [4−9]、原子束折射、反射、聚

焦[10−13] 和分束 [14−19]. 由于偶极势可以通过调制

激光束得到控制,偶极势提供了一个控制玻色凝聚

体的有效手段. 光晶格势场中不存在晶格热振动、

晶格缺陷等现象,被光晶格囚禁的玻色原子云可望

保持很好的量子相干性. 对于原子操作,可以增加

失谐将辐射力降低到可以忽略的程度,此时原子主

要受偶极力的作用.
由于多普勒效应,光场作用下原子偶极势既依

赖于空间坐标,也依赖于原子的动量. 原子在这个

独特的动量依赖势场中的运动令人迷惑. 对原子在

偶极力中的运动,已做了相当多的研究,文献 [1, 20,

21]对这些理论和实验研究做了总结. 在这些研究

中,偶极力的动量依赖特性未予考虑.但文献 [8]根

据偶极力的动量依赖特性提出了一种消色差的原

子透镜. 在本文中, 我们考虑了偶极力的动量依赖

特性,研究了红失谐下光晶格势场中原子的动量演

化. 结果表明,初始动量较大的原子,飞入光晶格势

场中后,动量演化可以分为三个阶段. 在第一阶段,

原子动量缓慢减小. 原子动量在光晶格的第一半周

期减小, 下半周期增加, 但原子飞跃一个晶格后动

量有一个很小的净减小量. 这个结果和以前研究原

子在偶极力中减速的结果一样,文献用希腊神话中

的西西福斯 (Sisyphus)神从山脚到山顶永无止境滚

石的过程来类比这个过程 [22−24]. 第二阶段, 当原

子飞跃很多个晶格后,原子动量减小到光子动量时,

会很快下降. 第三阶段, 原子动量在波腹和波节分

别达到如下极限:

p → 0 (波腹),

p → h̄k
Ω 2

γ2 (波节), (1)

式中 h̄k是光子动量, Ω 是拉比频率, γ 为原子波函
数的时间衰减常数. 在其他位置,原子的动量在上

述两个数值之间. 由于一般情况下拉比频率远小于

波函数衰减常数 (Ω ≪ γ),所以原子动量极限远小
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于光子动量. 在第三阶段, 如果有很多原子进入光

晶格, 原子将逐渐在波腹处和波腹附近积累起来,

形成捕获原子云. 对动量和位置的方差计算表明,

原子动量呈现压缩性质,位置呈现放大性质. 因此,

在红失谐动量依赖光学偶极力作用下,原子最终量

子态可能接近于动量压缩线态 (line state). 此结论

表明, 文献 [25, 26]关于外势场中玻色气体在零动

量态上凝聚的假设应为动量压缩线态上凝聚.

2 运动方程

早在 1978年, Ashkin[27] 就导出了在非饱和情

况下,连续波和原子近共振相互作用偶极势为

U(r) =
h̄ω0

2

(
∆ − pz

Mc

)
× ln

(
1+

2(Ω(r)/ω0)
2

(∆ − pz/Mc)2 +(γ/ω0)2

)
, (2)

其中 M 为原子质量, c 为光速, pz 为光传播方

向上的原子动量, Ω(r) =
µE0(r)

2h̄
为拉比频率,

∆ = (ω −ω0)/ω0 为失谐量. 由于拉比频率一般

情况下远小于原子频率 (Ω ≪ ω0),方程 (2)后来被

广泛用于原子激光操作实验和理论研究中 [24]. 其

中第一个因子反映了偶极势与失谐的关系,在红失

谐下势场为负,蓝失谐下势场为正; 第二个因子反

映了势场和拉比频率的依赖关系, 拉比频率越高,

势场绝对值越大.在驻波情况下,偶极势可近似为

U(r)∼=h̄ω0 sin2(kz)
(

∆ − pz

Mc

)
×
(

(Ω(r)/ω0)
2

(∆ 2 − pz/Mc)2 +(γ/ω0)2

)
, (3)

其中 k 为波矢. 此势包含了一个空间周期函数

sin2(kz)和一个动量依赖函数 f (pz). 原子的哈密顿

量为

H =
p2

z

2M
+ h̄ω0 sin2(kz)

(
∆ − pz

Mc

)
× (Ω/ω0)

2

(∆ − pz/Mc)2 +(γ/ω0)2
. (4)

经过一系列复杂精密对易关系计算 (附录),动

量和位置运动方程分别为

d pz

dt
=

ω0Ω 2

γ2 h̄k sin(2kz)

× ∆ − pz/Mc
(∆ − pz/Mc)2(ω0/γ)2 +1

, (5)

dz
dt

=
pz

M
− i

h̄
[z,U(z, pz)]

=
pz

M
− h̄ω0

Mc
Ω 2

γ2 sin2(kz)

× 1− (∆ − pz/Mc)2(ω0/γ)2

(1+(∆ − pz/Mc)2(ω0/γ)2)2 , (6)

(6)式中右边第二项来源于势动量依赖函数. 与不
依赖于动量的运动方程 dp/dt 比较,此项是考虑了
动量依赖关系后增加的. 后面的计算结论表明, 此
项决定了极端慢速原子的行为.将动量、时间和位
置做归一化为无量纲物理量:

p̄z = pz/Mc, t̄ = t/τ = tω , ϕ = kz. (7)

运动方程变为

d p̄z

dt̄
=

h̄ω0

Mc2
Ω 2

γ2 sin(2ϕ)

× ∆ − p̄z

(∆ − p̄z)2(ω0/γ)2 +1
, (8)

dϕ
dt̄

= p̄z −
h̄ω0

Mc2
Ω 2

γ2 sin2(kz)

× 1− (∆ − p̄z)
2(ω0/γ)2

(1+(∆ − p̄z)2(ω0/γ)2)2 , (9)

通过稳态条件 d p/dt = dϕ/dt = 0得到动量的最终
极限 (1)式. 但是只有在波腹和波节能够达到稳态
条件,在其他位置,动量值在 (1)式给出的两个值之
间. 当失谐量满足 |ω −ω0| ≪ γ ,动量在波腹处的极
限值为 h̄k(Ω/γ)2. 在小信号 (非饱和)条件下,由于
拉比频率远小于能级衰减常数 (Ω/γ ≪ 1),所以原
子的动量极限远小于光子动量.

3 动量演化

考虑较大动量

|p̄z| ≫
h̄ω0

Mc2
Ω 2

γ2 sin2(ϕ) (10)

情况,运动方程可近似为
d p̄z

dt̄
≈ h̄ω0

Mc2
Ω 2

γ2 sin(2ϕ)
∆ − p̄z

(∆ − p̄z)2(ω0/γ)2 +1
, (11)

dϕ
dt̄

≈ p̄z. (12)

对方程 (11)和 (12)数值求解,结果如图 1所示,动
量近似阻尼振荡. 在原子飞跃一个晶格期间, 第一
半周期原子被减速, 第二半周期原子被加速. 飞跃
一个晶格后,动量有一个很小的净减小量:

∆ p̄z, j ∼
h̄ω0

Mc2
Ω 2

γ2
π

p̄z, j

∆ − p̄z, j

(∆ − p̄z, j)2(ω0/γ)2 +1
, (13)

p̄z, j 代表原子进入第 j 个晶格时的动量. 如果 p̄z, j

小于失谐量,动量净变化小于 0,原子被减速;反之,
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原子被加速.所以原子被加速还是减速不仅决定于

是红失谐还是蓝失谐, 还取决于原子的初始动量.

在红失谐条件下 (∆ > 0),归一化动量小于失谐量的

原子被减速;归一化动量大于失谐量的原子则被加.

原子飞跃第 j个晶格的时间 ∆ t̄ j 近似为

π≈
∫ ∆ t

0
p̄z dt̄ ≈ p̄z,i∆ t̄. (14)

图 1 原子在初始几个光晶格中的动量演化, 原子在一个晶
格的第一半周期被加速,第二半周期被减速.经过一个晶格后,
原子动量有一个净减小量 (初始动量 p̄0 = 10−6,相当于初始速
300 m/s,失谐量 ∆ = 10−12, ω0/γ = 105, h̄ω0/Mc2 = 10−9,拉比
频率 Ω/γ = 10−1)

图 2 不同拉比频率下原子飞跃 1000个晶格的动量净减小量
(拉比频率Ω/γ : (a) 0.1, (b) 0.09, (c) 0.08, (d) 0.07, (e) 0.06;初始
速度 300 m/s,失谐量 ∆ = 10−6, h̄ω0/Mc2 = 10−9, ω0/γ = 105)

图 2 和图 3 分别给出不同拉比频率和初始动

量下动量减速的情况. 需要飞跃很多个晶格后动量

才能有效降低. 当动量减小到 h̄k量级时,动量急剧

下降 (图 4),迅速达到最终极限 (图 5),在波节和波

腹处达到 (1)式给出的值.在此期间,如果有大量原

子入射,原子将在波腹和波腹附近逐渐积聚.

图 3 不同初始动量下原子飞跃 1000 个晶格的动量净减
小量 (初始动量 p̄0: (a) 10−2, (b) 1.1× 10−2, (c) 1.3× 10−2, (d)
1.4×10−2;拉比频率 Ω/γ = 0.1,失谐量 ∆ = 10−6, h̄ω0/Mc2 =

10−9, ω0/γ = 105)

图 4 动量演化的全貌 经过较长时间的减速后, 动量接近
h̄k(Ω/γ)2 量级时,原子迅速减速原子,并逐渐停止在波腹和波
腹附近处 (初始动量 p̄0 = 5×10−5,失谐量 ∆ = 10−12,拉比频
率 Ω/γ = 0.3, h̄ω0/Mc2 = 10−9, ω0/γ = 105)

图 5 原子动量在达到极限时的较详细情况 原子在波腹和波

腹附近动量接近 0,但加速度不为 0,因此缓慢越过波节运动到
下一个晶格 (初始动量 p̄0 = 2.5× 10−6, 失谐量 ∆ = 10−12, 拉
比频率 Ω/γ = 0.5, h̄ω0/Mc2 = 10−9, ω0/γ = 105)
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4 动量压缩性质

原子在光晶格中经过很长时间的飞行后, 经

历了一个各态历经的过程,我们用时间平均
⟨

p2
z
⟩
=

t−1
∫ t

0
p2

z (t
′)dt ′ 和 ⟨pz⟩2 =

(
t−1

∫ t

0
pz(t ′)dt ′

)2

代替

海森伯绘景下量子平均
⟨
ψ(0)|p2

z (t)|ψ(0)
⟩
和

|⟨ψ(0)|pz(t)|ψ(0)⟩|2,求动量和位置的方差:

∆ pz =

√⟨
p̄2

z
⟩
−⟨p̄z⟩2, ∆ϕ =

√
⟨ϕ 2⟩−⟨ϕ⟩2, (15)

结果如图 6和图 7所示. 从图中可见,动量方差经

过一个最大值后缓慢减小, 位置方差则单调增加.

因为各态只有经历足够长的时间后才可能是正确

的, 时间较短的平均值是不可信的, 所以动量方差

最大值之前的单调上升的趋势是不可信的. 在经过

近十万个光学周期 (微秒时间)后,动量方差单调减

小,说明了原子在一个动量减速势中经过较长时间

后处于动量压缩态的性质.

图 6 归一化动量方差 (初始动量 p̄0 = 1.25×10−5,拉比频率
Ω/γ = 0.1,失谐量 ∆ = 10−8, h̄ω0/Mc2 = 10−9, ω0/γ = 105)

图 7 归一化位置方差 (初始动量 p̄0 = 1.25×10−5,拉比频率
Ω/γ = 0.1,失谐量 ∆ = 10−8, h̄ω0/Mc2 = 10−9, ω0/γ = 105)

5 高斯晶格下原子运动

考虑高斯光束构成的晶格,拉比频率为

Ω(x,y)∼ Ω0 exp
(
−x2 + y2

2w2

)
, (16)

其中 w为光斑半径. 原子的运动轨道由下面方程求

出

d p̄z

dt̄
=

h̄ω0

Mc2
Ω0

γ2 sin(2ϕ)
∆ − p̄z

(∆ − p̄z)
2 (ω0/γ)2 +1

× exp
(
− x̄2

w̄2

)
, (17a)

dϕ
dt̄

= p̄z +
h̄ω0

Mc2
Ω 2

0
γ2 sin2(ϕ)

1−∆ 2(ω0/γ)2

(1+∆ 2(ω0/γ)2)2

× exp
(
− x̄2

w̄2

)
, (17b)

d p̄x

dt̄
=

h̄ω0

Mc2
Ω 2

0
γ2

2x̄
w̄2 sin2(ϕ)

∆ − p̄z

(∆ − p̄z)
2 (ω0/γ)2 +1

× exp
(
− x̄2

w̄2

)
, (17c)

dx̄
dt̄

= p̄x, (17d)

∆ p̄z, j ∼
h̄ω0

Mc2
Ω 2

γ2
π

p̄z, j

∆ − p̄z, j

(∆ − p̄z, j)
2 (ω0/γ)2 +1

× exp
( x̄2

j

w̄2

)
, (17e)

∆ z̄ j =
π

p̄z, j
, (17f)

∆ p̄x, j =
h̄ω0

Mc2
Ω 2

0
γ2

2x̄ j

w̄2
π

p̄z, j

∆ − p̄z, j

(∆ − p̄z, j)
2 (ω0/γ)2 +1

× exp

(
−

x̄2
j

w̄2

)
, (17g)

∆ x̄ j = π
p̄x, j

p̄z, j
, (17h)

式中 p̄x = px/Mc, x̄ = kx, w̄ = kw. 图 8和图 9分别

给出了原子在不同横向动量下和不同拉比频率下

的运动轨道. 横向向外运动的原子, 横向动量较小

的情况下, 将被偶极势拉回到光束中心, 原子轨道

对拉比频率十分敏感. 拉比频率越大,原子越容易

被拉回到光束中心.

6 结果与讨论

本文研究了光晶格势中原子的动量演化,特别

考虑了偶极势的动量依赖关系.对动量和位置的方

差计算表明, 原子动量呈现压缩性质, 位置则呈现
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放大性质. 根据此结论,我们预言光晶格动量依赖

偶极势中的单粒子态可能接近动量压缩线态. 研究

结果表明, 原子动量演化可以分为三个过程: 第一

个过程是阻尼振荡衰减过程,此过程对初始动量较

大的原子, 将持续很长的时间; 第二个过程是当动

量被降低到光子动量数量级时, 动量急速减小; 第

三个过程是原子逐渐在波腹与波腹附近停下来,被

囚禁在波腹附近.

图 8 不同初始横向动量下原子轨道 初始横向动量 p̄: (a)
−8×10−9, (b) −6×10−9, (c) −4×10−9, (d) −2×10−9, (e) 0;拉比频
率Ω/γ = 0.1,失谐量 ∆ = 10−8,初始纵向动量 p̄z = 10−5,初始横向
位置 x = 10λ ,光斑半径 w = 100λ , h̄ω0/Mc2 = 10−9, ω0/γ = 105

图 9 不同拉比频率下原子轨道 Ω/γ : (a) 0.12, (b) 0.11, (c)
0.1; 初始向外横向动量 p̄x = 2× 10−9, 失谐量 ∆ = 10−8, 初始
纵向动量 p̄z = 10−5,初始横向位置 x = 10λ ,光斑半 w = 100λ ,
h̄ω0/Mc2 = 10−9, ω0/γ = 105

本文推导了海森伯绘景下依赖于动量偶极势

中原子运动方程, 是全量子理论, 可用于进一步研

究原子激光束聚焦、原子激光捕获以及原子激光

束反射镜等效应.

附 录

动量方程:

d pz

dt
=

i
h̄
[pz,H] =

i
h̄
[pz,U(z, pz)]

= iω0
Ω 2

γ2

[
pz,sin2(kz2)

∞

∑
n=0

(
ω0

γ

)2n

× (−1)n(p0 − pz)
2n+1
]
,

式中 p0 = Mc∆ . 从对易关系[
pz,sin2(kz)

∞

∑
n=0

(p0 − pz)
2n+1

]

=

[
pz
(
sin2(kz)∑(p0 − pz)

2n+1)
− (sin2(kz)∑(p0 − pz)

2n+1)pz

]
=(pz sin2(kz))(p0 − pz)

2n+1

= − ih̄k sin(2kz)∑(p0 − pz)
2n+1

得到:
d pz

dt
=

i
h̄
[pz,H]

= ω0
Ω 2

γ2 h̄k sin(2kz)
∞

∑
n=0

(
ω0

γ

)2n

(−1)n

(
1

Mc

)2n+1

× (p0 − pz)
2n+1

= ω0

(
Ω
γ

)2

sin(2kz)
∆ − pz/Mc

(∆ − pz/Mc)2(ω0/γ)2 +1
.

位置方程:
dz
dt

=
i
h̄
[z,H] =

pz

M
+

i
h̄
[z,U(z, pz)]

=
pz

M
+ iω0

Ω 2

γ2

[
z,sin2(kz)

∞

∑
n=0

(
ω0

γ

)2n

× (−1)n(∆ − pz/Mc)2n+1
]
.

计算对易关系:[
z,

∞

∑
n=0

(∆ − pz/Mc)2n+1

]

=

[
z,

∞

∑
n=0

2n+1

∑
l=0

Cl
2n+1(−1)l∆ 2n+1−l(pz/Mc)l

]
,

c2n+1
m =

(2n+1)!
(2n+1−m)!m!

.

利用:
⌊z, pl

z⌋= ih̄l pl−1
z ,

得到:[
z,

∞

∑
n=0

(∆ − pz/Mc)2n+1

]

=

[
z,

∞

∑
n=0

2n+1

∑
l=0

Cl
2n+1(−1)l∆ 2n+1−l(pz/Mc)l

]

=
∞

∑
n=0

2n+1

∑
l=1

(2n+1)!l
(2n+1− l)!l!

ih̄
Mc

(−1)l∆ 2n+1−l
( pz

Mc

)l−1

= − ih̄
1

Mc

∞

∑
n=0

(2n+1)
2n

∑
l′=0

(2n)!
(2n− l′)!l′!

(−1)l∆ 2n−l′
( pz

Mc

)l′

= − ih̄
Mc

∞

∑
n=0

(2n+1)
(

∆ − pz

Mc

)2n
.
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再利用求和公式:

∞

∑
n=0

x2n(−1)n(2n+1) =
d
dx

(
∞

∑
n=0

x2n+1(−1)n

)

=
d
dx

(
x

1+ x2

)
=

1− x2

(1+ x2)2

最后得到:

dz
dt

=
pz

M
− i

h̄
[z,U(z, pz)]

=
pz

M
− h̄ω0

Mc
Ω 2

γ2 sin2(kz)
1− (∆ − pz/Mc)2(ω0/γ)2

(1+(∆ − pz/Mc)2(ω0/γ)2)2 .
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Atom movement in momentum dependent light dipole
lattices
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Abstract
Atom movement in light-induced dipole lattices is investigated in this paper. Momentum-dependence of the dipole potential is

particularly considered. Momentum squeezed variance and position amplified variance feature are revealed, from which we predict
that a single particle state of boson atoms confined in optical lattice will approach to a momentum squeezed line state. The results
show also that under red detune, the atom movement experiences three phases. In the first phase, the atom is slowed down gradually
in a long period with atom momentum damply oscillating. In the second phase, atom momentum will quickly reduce to h̄k(Ω/γ)2

with h̄k momentum of one photon, Ω Rabi frequency, and γ decay constant of atom wave function, as the momentum reduces to the
momentum of one photon. Finally, atoms will be confined in the vicinity of wave nodes.

Keywords: momentum evolution, optical lattice, squeezed state
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