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分数阶布朗马达在闪烁棘齿势中的合作输运现象*
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引入分数阶微积分理论,建立耦合分数阶布朗马达在闪烁棘齿势中的合作输运模型,利用分数阶差分法求得模

型数值解并分析了模型参数对合作定向输运性质的影响.发现在具有记忆性的分数阶棘齿系统中,系统阶数与粒子

间耦合强度不仅可影响粒子链输运速度,还可使粒子链出现与整数阶方向相反的定向流;在阶数固定下,定向输运

速度将随参数 (噪声强度、耦合强度、棘齿势峰值高度)变化出现广义随机共振现象.
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1 引 言

非线性系统输运现象在许多方面都有体现且

具体行为各异,如漂移、扩散、热传导及随机共振
等, 而能量和物质的定向输运在诸多输运现象中
尤为重要 [1]. 特别地,棘齿系统即生物学中分子马
达 [2,3] 的定向输运现象吸引了不同领域学者的广

泛关注. 物理学方面, 棘齿系统能够从涨落 (噪声)
或非定向外界驱动力中吸收能量转化为定向运动

能量;生物学方面,生物体内的各种生命活动 DNA
复制、细胞内物质输运以及肌肉收缩等均属于定

向输运过程,这些都是分子马达提供动力的结果 [4].

个体之间的耦合作用在定向输运中扮演了重

要角色. 一方面, 多个布朗马达间的合作可主导定
向输运的性质. Souza等指出每个棘齿势周期内粒
子数的奇偶将影响定向输运的方向 [5]; Igarashi 等
在研究弹性耦合粒子链在闪烁棘齿势中的定向输

运中发现,耦合粒子链的输运效率高于单个粒子 [6];
Wang等研究了耦合布朗马达的效应, 发现其在输
运速度与效率等方面均优于单个马达 [7,8]; Ai等也
在其研究中指出系统外界驱动力频率对马达链的

运动方向有着重要影响 [9]. 另一方面,耦合作用在
某些情况下甚至是产生定向输运的必要条件. Chen

等在研究中发现, 当阻尼力过大时, 单个马达被钉
扎于势阱底部, 不能形成定向输运, 只有多个马达
一起合作才能越过势垒产生定向运动 [10].
目前关于耦合布朗马达的定向输运引起了学

者们的极大关注, 并取得了大量的研究成果, 但大
多数研究关注的仍是整数阶系统 [1−13]. 然而,许多
物理、生物过程以及黏弹性材料均具有 “记忆性”,
整数阶动力系统在刻画这些过程时,其局限性越来
越突出；特别地, 在一些远离平衡的复杂系统中,
弛豫为关于时间的幂律衰减,朗之万方程中的阻尼
速度不再适用. 处理上述局限的核心是引入分数阶
微积分, 把轨道的历史贡献进来, 将通常的阻尼速
度改为分数阶速度,即位置的分数阶导数 [14]. 由于
分数阶微积分具有时间记忆性以及长程空间相关

性,近年来得到了迅速发展并广泛应用于黏弹性材
料、反常扩散和输运机制的研究中 [14,15].
本文将分数阶微积分理论引入布朗马达合作

输运,建立了分数阶简谐耦合粒子在闪烁棘齿势场
中的输运模型,进而研究了粒子链的定向输运现象,
并通过数值模拟分析了模型参数对粒子链平均位

移和平均速度的影响.发现系统阶数与粒子间耦合
强度不仅可影响粒子链输运速度,还可使粒子链出
现与整数阶方向相反的定向流; 此外, 在系统阶数
固定时, 定向输运速度将随系统参数 (噪声强度、
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耦合强度、棘齿势峰值高度)变化出现广义随机共
振现象.所谓广义随机共振是指系统响应的某些函
数随系统的特征参数非单调变化的现象 [16], 也就
是说存在最佳参数使得函数值达到最大.

2 模 型

简谐耦合粒子在闪烁棘齿势场中的输运模型

如图 1 所示 [6]. 所有 N 个粒子均附着在一个可伸
缩的弹簧上,粒子在弹簧上附着点的自由间距即弹
簧自由长度为 a. 粒子间近邻耦合强度为 k. 这些粒
子处于周期为 L的非对称棘齿势W (x)中, 对单个
粒子而言, 该棘齿势是独立闪烁 (开关)的, 分别为
Won 与Woff.

在整数阶模型中, 阻尼系数 γ 为恒定常数, 即
考虑各布朗粒子所受阻尼力只与自身当前速度有

关,从而可将阻尼项记为 γ ẋi = γ
∫ t

0
δ (t − τ)ẋi(τ)dτ;

然而在很多物理和生物过程中, 非均匀介质, 特别
是具有记忆性的黏弹性材料对粒子速度具有记忆

性 [17],粒子当前所受阻尼力不仅与当前速度有关,
还受到历史速度影响, 即粒子运动不具有马氏性,
且距当前时刻越近, 历史速度影响越大. 为此, 引
入具有幂律记忆性的阻尼核函数 γ(t)[18,19], 并将

阻尼项改写为
∫ t

0
γ(t − τ)ẋi(τ)dτ ,粒子运动方程可

表述为 ∫ t

0
γ(t − τ)ẋi(τ)dτ

=k(xi+1 −2xi + xi−1)−hi(t)
∂W (xi)

∂xi

+
√

2Dξi(t), i = 2, · · · ,N −1. (1)

其中 xi(i = 1, · · · ,N) 为第 i 个粒子位移, 系统棘齿
势的闪烁由 hi(t)控制, D为噪声强度, ξi(t)为高斯
白噪声,满足

⟨
ξi(t)

⟩
= 0,

⟨
ξi(t)ξ j(t ′)

⟩
= δi jδ (t − t ′).

图 1 简谐耦合系统在闪烁棘齿势中的布朗马达输运模型

阻尼核函数 γ(t) =
γ0

Γ (1−α)
|t|−α 的函数图像

如图 2所示, 从图中可看到, 随时间 t 增大, γ(t)按

幂函数衰减,且 α 越大衰减越快. 由此可知,该阻尼
核函数能较好地刻画粒子在黏性介质中的运动特

性. 不妨令 γ0 = 1,则具有幂律记忆性阻尼核的系统
模型描述为

1
Γ (1−α)

∫ t

0
(t − τ)−α ẋi(τ)dτ

=k(xi+1 −2xi + xi−1)−hi(t)
∂W (xi)

∂xi

+
√

2Dξi(t), i = 2, · · · ,N −1. (2)

图 2 幂律记忆性阻尼核函数 γ(t)

另一方面,根据 Caputo分数阶微积分定义 [20]

C
0 Dα

t x(t) =
1

Γ (1−α)

∫ t

0
(t − τ)−α ẋ(τ)dτ,

(0 < α < 1) (3)

可得简谐耦合系统的分数阶布朗马达输运模型

C
0 Dα

t xi =k(xi+1 −2xi + xi−1)

−hi(t)
∂W (xi)

∂xi
+
√

2Dξi(t),

i = 2, · · · ,N −1, 0 < α < 1. (4)

下面的讨论我们采用周期边界条件, 即假设
xN+1 = x1 +Na, x0 = xN −Na,可得第 1个与第 N个
粒子运动方程为

C
0 Dα

t x1 =k(x2 −2x1 + xN −Na)

−h1(t)
∂W (x1)

∂x1
+
√

2Dξ1(t), (5)

C
0 Dα

t xN =k(x1 −2xN + xN−1 +Na)

−hN(t)
∂W (xN)

∂xN
+
√

2DξN(t). (6)

我们选用W (x)为正弦棘齿势, hi(t)为闪烁函
数,分别表述如下:

W (x) =−1
2

U0

[
sin(2πx/L)+

1
4

sin(4πx/L)
]
, (7)
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其中 L是势场的空间周期, U0是正弦棘齿势的峰值

高度;

hi(t) =h(t)

=

 1, nτ 6 t < nτ + τon,

0, nτ + τon 6 t < (n+1)τ ,
(8)

其中 τon 是势存在的时间, τoff 是势消失的时间,闪

烁周期为 τ = τon + τoff. W (x)和 h(t)的函数图象如

图 3所示.

图 3 正弦棘齿势函数W (x)与闪烁函数 h(t) (a)正弦棘齿势
函数W (x); (b)闪烁函数 h(t)

3 数值模拟与分析

为了模拟方程 (4)—(6) 所刻画的布朗粒子运

动, 我们采用分数阶差分法 [21], 其数值计算公

式如下:

xi(t j) =T α
s

{
k
[
xi+1(t j−1)−2xi(t j−1)+ xi−1(t j−1)

]
−hi(t j−1)

∂W (xi)

∂xi
+
√

2Dξi(t j−1)

}

−
j−1

∑
l=1

(−1)l

 α

l

xi(t j−l), (9)

其中 Ts 是采样时间, t j = ( j − 1)Ts, j = 1,2, · · · ,n,

 α

l

 =
Γ (α +1)

Γ (α − l +1)l!
. 我们主要关注粒子的合

作输运现象,为此我们选用粒子链平均速度描述粒
子的运动:

V = lim
t→∞

1
N

N

∑
i=1

xi(t)− xi(t0)
t − t0

. (10)

这里 N 为粒子数, t 和 t0 分别为数值模拟起始和终

止时间. 在模拟实验中,我们用
1
N

∑N
i=1

xi(t)− xi(t0)
t − t0

(t 充分大) 近似表示 V . 采样时间 Ts = 0.005 s, 模
拟时间为 50 s, 粒子数 N = 10. 如无特别说明, 正
弦棘齿势峰值高度 U0 = 5.5,空间周期 L = 1,闪烁
周期为 1.6 s,其中势存在时间 τon = 0.8 s,耦合系数
k = 1,噪声强度 D = 0.5.

3.1 粒子链平均位移

当正弦棘齿势开启时,大部分粒子被棘齿势束
缚在势阱底部,其粒子间距小于无势场时粒子的自
由间距;当势关闭时,各粒子自由扩散,由于简谐耦
合作用相互远离, 将恢复到无势场时的平衡状态,
经过势消失时间 τoff 后,粒子在空间的分布被展宽;
当正弦棘齿势重新开启时, 粒子将落回势阱中, 由
于势的不对称性 (如图 3(a)所示),粒子落入棘齿势
x轴负向一端的概率将高于落入 x轴正向一端的概

率. 因此, 随着棘齿势的不停开关, 从整体上看, 粒
子将实现沿 x轴负方向的定向运动.
另一方面, 在我们所讨论的分数阶模型中, 第

i 个粒子在 t 时刻所受阻尼力为
1

Γ (1−α)

∫ t
0(t −

τ)−α ẋi(τ)dτ , 即为粒子速度 ẋi(t) 在时间 [0, t] 内关
于幂律记忆性阻尼核函数 γ(t)的加权和.由前述分
析可知, α 越小 γ(t)衰减越慢, 记忆性越强, 即第 i

个粒子的历史速度对 t 时刻阻尼力影响越大,将使
第 i个粒子所受阻尼力越大,即导致定向运动速度
越小. 进一步,当阻尼力足够大时,将促使粒子反向
越过势垒, 形成与整数阶反向的定向流, 即沿 x 轴

正方向的定向运动.
图 4 给出了在系统其他参数不变只改变系

统阶数情况下 N = 10 个粒子的平均位移 x(t) =
1
N

∑N
i=1 xi(t) 随时间的变化关系. 从图中可以看到,

当 α = 1,即模型退化为整数阶时,在非对称正弦棘
齿势的作用下粒子链形成了负向的定向流;随着 α
的减小 (图 4(b), (c)),粒子所受阻尼力增大,粒子链
负向流的速度减慢; 当 α 进一步减小时,进一步增
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大的阻尼力使粒子反向越过势垒,形成了正向的定

向流,且速度明显快于负向流速度.

3.2 粒子链平均速度与阶数的关系

图 5 给出了在不同噪声强度 (图 5(a)) 及不同

棘齿势峰值高度 (图 5(b))下粒子链平均速度 V 与

阶数 α 的关系.由于我们选取的正弦棘齿势在空间

上具有周期性, 使得阻尼力随阶数 α 变化发生振

荡,因此,在过阻尼情况下,无论是固定噪声强度还
是棘齿势峰值高度,粒子链平均速度均相应地发生
振荡. 图 5(a), (b)中,均能观测到明显的两个随阶数
α 变化的共振峰,并且阶数 α 越小,对当前阻尼力
有实质贡献的历史也就越长,粒子链所受阻尼力越
强,使得粒子链定向输运速度越慢,故阶数越小,共
振峰峰值高度越低. 从图 5(a)可以看到,当 α < 0.7
时,粒子链保持正向运动,且噪声强度越大,输运速
度越慢;当 α > 0.7时,噪声的作用使得粒子链产生

图 4 不同阶数情况下粒子链的平均位移 (a) α = 1; (b) α = 0.89; (c) α = 0.79; (d) α = 0.69

图 5 粒子链平均速度 V 与阶数 α 的关系 V (α) (a)不同噪声强度下 V 与 α 关系 V (α); (b)不同峰值高度下 V 与 α 关系 V (α)
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负向运动, 且随着噪声强度的增大, 粒子链平均
速度增大. 从图 5(b) 可以看到, 在无势场情况下
(U0 = 0), 粒子链并未发生定向运动, 势场存在时,
无论势场峰值高低,粒子链均在某一阶数 α 后由正
向运动转变为负向运动,但其速度远慢于正向运动
时的速度. 当粒子链保持正向运动时, 棘齿势峰值
高度越大, 粒子链极大平均速度就越大, 且达到极
大值的阶数 α 越大.

3.3 阶数固定时, 粒子链平均速度与系统
其他参数的关系

本节给出了在阶数固定情况下,粒子链平均速
度作为不同系统参数的函数与各参数的关系.通过
模拟我们可看到粒子链平均速度对不同参数的依

赖性,也能更好地分析各参数对分数阶布朗马达合
作输运现象的影响.

3.3.1 阶数固定时,粒子链平均速度与耦合强
度的关系

我们考虑 V 为耦合强度 k 的函数 (如图 6),在
整数阶系统中,即 α = 1时,粒子链始终保持负向运
动,在 k < 2时,速度有较快的增长, k > 2时速度并
无明显变化. 在分数阶系统中,如 α = 0.69,0.7,0.71
时, 由前面分析可知, 在阻尼力作用下粒子链实现
了正向运动, 随着耦合强度的增强, 粒子间相互作
用增大,粒子链运动更为协调,故平均流速增大,但
随着耦合强度进一步增强, 各粒子被束缚在一起,
限制了粒子链的输运速度,甚至存在一临界耦合强
度 k0, 当 k > k0 时, 阻尼力不再足以使得粒子越过
势垒实现正向运动,粒子流出现反转. 从图中我们
可以看到,正向和反向的输运速度均出现了随耦合
强度变化的广义随机共振现象,即两个方向均存在
使得粒子链达到极大平均速度的最佳 k值,且阶数
越大,最佳耦合强度也越大.由此,通过分析粒子链
平均速度与耦合强度的关系,我们可选择相应的耦
合强度调整粒子的输运方向及输运速度.

3.3.2 阶数固定时,粒子链平均速度与噪声强
度和棘齿势峰值高度的关系

图 7(a)给出了粒子链平均速度 V 与噪声强度

D的关系.当 α = 1时,系统无记忆,粒子链为负向
运动,在 D < 5时, 速度有明显增长, D > 5时速度
无明显变化, 但随着噪声强度的增大, 速度波动不
断加剧. 当 α = 0.69, 0.71时, 系统具有记忆性, 粒
子链为正向运动, 随着噪声强度的增大, 速度波动

也不断加剧,并且对不同的阶数,平均速度 V 均存
在随噪声强度 D变化的随机共振现象.进一步,由
于阶数越低, 系统对历史速度记忆性越强, 而历史
速度直接受到噪声强度的影响,故使得平均速度达
到极大值的噪声强度明显下降.

图 6 V 与耦合强度 k的关系 V (k)

图 7 阶数固定情况下, 粒子链平均速度 V 与各参数的关系
(a) V 与噪声强度 D的关系 V (D); (b) V 与势峰值高度 U0 的关

系 V (U0)

最后, 我们讨论 V 为正弦棘齿势峰值高度 U0

的函数 (如图 7(b)). 可以看到, U0 对分数阶系统的

影响远大于对整数阶系统的影响.随着 U0 的增大,
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整数阶系统由于无记忆性,在其余各参数 (阻尼力、

噪声强度、耦合强度)相对固定情况下, 粒子链平

均流速并无明显变化;分数阶系统当峰值高度较低

时 (U0 < 5),情况与整数阶类似,速度并无明显增长,

但在 U0 = 5附近,平均速度明显增长. 这主要是由

于峰值高度越大,在势场空间周期 L不变的前提下,

势场倾斜度越大,粒子将以更快的速度落入势阱中,
由于分数阶系统具有记忆性,当前速度不仅与当前

各参数有关,而且还是历史速度的累积效果,当 U0

增大到某一临界值时平均速度将出现一明显跃迁.

但速度的增大并不是无限的,随着U0 继续增大,势

垒高度增加, 粒子越过势垒的概率随之减小, 故输

运速度也会逐渐下降.

4 结 论

近年来,耦合棘齿系统中的定向输运问题引起

了学者们的广泛关注, 并取得了大量的研究成果,
但大多数研究仍受限于整数阶系统的固有刻画能

力. 本文为此引入分数阶微积分理论,建立分数阶
简谐耦合粒子在开关棘齿势场中的输运模型,并利
用分数阶差分法求得模型数值解.数值分析结果表
明: 1)在系统其他参数不变的情况下,改变系统阶
数不仅可影响粒子链定向输运速度的大小,还可改
变其方向,使系统出现与整数阶情况方向相反的定
向输运现象,且随着阶数的变化定向输运速度将出
现振荡与广义随机共振现象; 2)在阶数固定情况下,
随着粒子间耦合强度的增大系统也会出现反向流,
并在两个方向均出现广义随机共振; 3)粒子链定向
输运速度同样受到噪声强度与棘齿势峰值高度的

影响,并随参数变化出现广义随机共振. 由此表明,
所有这些性质,为我们对分数阶耦合棘齿系统中定
向输运的方向、速度、振荡、共振等现象施加作

用、影响甚至进行控制,提供了充分的方法和途径.
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Abstract
Based on the fractional calculus theory, the transport model of fractional coupled Brownian motors in flashing ratchet potential is

established. Using the fractional difference, the numerical solution of the model is obtained, and the directional transport properties at
various parameters are investigated. Numerical results show that in fractional ratchet system, the fractional order and spring constant
not only affect the transport velocity of the particles, but also reverse the current direction. Moreover, when the fractional order is
fixed, the generalized stochastic resonance phenomena are observed in the mean transport velocity as the noise density, spring constant
or the depth of the ratchet potential varies.
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