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群论在对称结构电磁散射问题中的应用*
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用 T矩阵方法计算电磁散射问题时,如果散射体的几何结构满足点群对称性,即在群变换作用下保持不变,可

以利用群论找出散射体的几何对称性和 T矩阵元的对称性之间的关系,通过预知部分矩阵元的精确值以及它们之

间的关系来达到数值求解过程中节约运行时间的目的.
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1 引 言

T 矩阵方法计算电磁散射问题的一个显著优

点是散射体的对称特性可以表示为 T矩阵的对称

性. 已有文献阐述了在计算电磁学中引入对称关系

可以节约运算时间. 文献 [1—3]利用扩展广义镜像

法处理具有对称特性的二维导体散射问题,通过引

入虚拟的对称源和反对称源,将原问题的求解转化

为只在其 1/N (N 为对称平面的个数)的边界上进

行,最终实现了节省计算时间和内存的目的. 然而,

该方法不能系统地分析对称结构的散射问题,对于

三维散射问题也无能为力. 群论是系统地研究对称

性的有效工具,目前已广泛应用到物理的各个分支:

量子论、高能物理、相对论、原子与分子物理、晶

体物理等 [4,5].

20世纪 80年代以后,美国几位学者在将群论

应用于对称结构电磁散射中的直接减元方面做了

一些工作 [6,7],但工作还不够系统,局限于如何应用

群论更为便捷地描述对称结构的散射问题,没有涉

及群的表示理论,而且约化效果不明显. 最近几年,

欧洲有学者尝试将群的不可约表示理论应用到 T

矩阵的公式中 [8],通过构造转换矩阵的方法将 T矩

阵分块对角化, 最终达到节约运行时间的目的. 但

是,该方法的约化效果不理想,以正六棱柱为例,其

运算时间仅仅缩短到原来的 1/3.6左右.

本文直接将群元作用到 T矩阵公式中,通过分

析可知 T矩阵中有部分矩阵元等于 0; T矩阵中 0

以外的其他矩阵元之间有关系. 通过算例的对比,

在进行数值计算时该方法能节约大量的运行时间.

2 T矩阵方法的基本公式

在三维电磁散射问题中, 入射场 Einc, 散射场

Esca 和散射体内部场 Eint 满足 Eint =Einc +Esca.

它们可以展开成矢量球面波函数的级数形式:

Einc =
∞

∑
n=1

n

∑
m=−n

[
a(1)n,mM

(1)
n,m(k0r)+a(2)n,mN

(1)
n,m(k0r)

]
,

(1)

Esca =
∞

∑
n=1

n

∑
m=−n

[
p(1)n,mM

(3)
n,m(k0r)+ p(2)n,mN

(3)
n,m(k0r)

]
,

(2)

Eint =
∞

∑
n=1

n

∑
m=−n

[
c(1)n,mM

(1)
n,m(kr)+ c(2)n,mN

(1)
n,m(kr)

]
,

(3)

这里的 k0 = 2π/λ0 以及 k = 2π/λ , 分别为自由空

间和介质散射体内的波数, λ 为波长, M (1) 和N (1)
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在原点有意义, M (3)和N (3)满足辐射条件:

M
( j)
n,m = ∇× [r ·ψ( j)

n,m], (4)

N
( j)
n,m = k−1 ·∇×M

( j)
n,m, (5)

ψ( j)
n,m = γn,mP(m)

n (cosθ)z( j)
n (kr)exp(imϕ). (6)

由于在散射体表面 ∂Γ 上场的切向分量连续,则有

n̂+× [Einc +Esca −Eint] |∂Γ = 0 . (7)

由于 (4)式中的边界条件是线性的,因此,入射

场、散射场和内部场的系数之间存在线性关系.写

成矩阵形式为

a=Q ·c, (8)

p=−RgQ ·c, (9)

p= T ·a, (10)

在 (9)式中, RgQ是Q的 “正则表示”,即 RgQ将Q

中的所有球 Hankel函数转化为第一类球 Bessel函

数. 这样

T = −RgQ ·Q−1, (11)

p(k)n,m =
∞

∑
n′=1

n′

∑
m′=−n′

2

∑
k′=1

T (k,k′)
n,m,n′,m′a

(k′)
n′,m′ , (12)

由矩阵元 T (k,k′)
n,m,n′,m′ 构成的过渡矩阵 T 就称为 T矩

阵. T矩阵只和散射体的尺寸、形状和材料属性有

关 [9,10].

3 群算子对 T矩阵元的作用

几何对称性可以用算子的形式表示为在转动、

反射、转动 -反射和反演等操作下不变.所有的这

些对称算子的集合构成一个群. 针对形状为正 N 棱

柱 (N > 3)的散射体,其对应的点群为 DNh
[11]. 该群

有 CN , σh 和D 三个生成元,任一个群元可以由这

三个生成元的组合得到. 这三个生成元分别对应的

群变换如图 1所示 (以五棱柱为例).

3.1 转动算子 CN

三维空间中任意转动可以分解为三个欧拉角

α , β 和 γ . 在 Hilbert空间,可用一个幺正算子来表

示转动,即

U(α,β ,γ) = exp(−iαJz)exp(−iβJy)

× exp(−iγJz), (13)

这里 Jy 和 Jz 是角动量算子的 y和 z分量 [12]. 由于

算子 “U”和散度算子 “∇×”互易,因此对于 (4)式

((5)式也同样满足),

UM
( j)
n,m =U∇× [r ·ψ( j)

n,m] = ∇× [r ·Uψ( j)
n,m], (14)

由 (14)式可以看出,标量函数 (6)式的变换决定了

其相应的矢量函数的变换.函数 (6)式中的角分量

由球谐函数给出:

|n,m⟩= Yn,m(θ ,ϕ)

=

[
2n+1

4π
(n−m)!
(n+m)!

]1/2

P(m)
n (cosθ)

× exp(imϕ), (15)

在由 (15) 式中的球谐函数张成的空间中, 算子 U

的矩阵表示在量子数 n下是一个对角矩阵,对角元

由Wigner D函数给出:

D(n)
m′,m(α,β ,γ)

=
⟨
n,m′ |U(α,β ,γ)|n,m

⟩
= exp(−im′α)d(n)

m′,m(β )exp(−imγ), (16)

这里的Wigner d函数定义为

d(n)
m′,m(β ) =

⟨
n,m′ ∣∣exp(−iJyβ )

∣∣n,m
⟩
, (17)

球谐函数的变换为

U(α,β ,γ) |n,m⟩= ∑
m′

D(n)
m′,m(α,β ,γ)

∣∣n,m′⟩ . (18)

图 1 D5h 群的生成元
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因此,在转动算子的作用下, T矩阵的变换为

T (k,k′)
n,m,n′,m′(α,β ,γ)

=
n

∑
m1=−n

n′

∑
m2=−n′

D(n)
m,m1(α,β ,γ)T (k,k′)

n,m1,n′,m2(0,0,0)

× (D−1)
(n′)
m2,m′(α,β ,γ), (19)

对于群DNh,如果选择 Z轴作为其N重旋转轴,则在

旋转算子 CN 作用下,相应的欧拉角为: α = 2π/N,

β = γ = 0. 利用关系 d(n)
m,m′(0) = δm,m′ , 可将 (19)式

简化为

T (k,k′)
n,m,n′,m′(2π/N,0,0)

= exp[−i2π(m−m′)/N]T (k,k′)
n,m,n′,m′(0,0,0). (20)

由于群元 CN , C2
N , C3

N , · · · , CN−1
N 都是散射体的对称

元,那么

T (k,k′)
n,m,n′,m′(2πl/N,0,0) = T (k,k′)

n,m,n′,m′(0,0,0)

(l = 1,2, · · · ,N −1), (21)

因此, (m−m′)l/N 必须是整数,最后得到 T矩阵结

构的如下性质:

T (k,k′)
n,m,n′,m′ = 0 (∀

∣∣m−m′∣∣ ̸= 0,N,2N,3N, · · ·). (22)

3.2 反射算子 σh

如图 2所示, x-y平面为反射面. 在球坐标系中,

位置矢量 r = (r,θ ,ϕ)在反射算子 σh作用下变换成

r = (r,π−θ ,ϕ). 矢量函数A定义在由 r̂, θ̂和 ϕ̂这

三个局部单位矢量构成的坐标系上. 在算子 σh 作

用下有
Ar(r,θ ,ϕ)

Aθ (r,θ ,ϕ)

Aϕ (r,θ ,ϕ)

 σh−→


Ar(r,π−θ ,ϕ)

−Aθ (r,π−θ ,ϕ)

Aϕ (r,π−θ ,ϕ)

 , (23)

将算子 σh 作用在 (4)式和 (5)式,则M
( j)
n,m 和N

( j)
n,m

变换成

M
( j)
n,m

σh−→−(−1)n+mM
( j)
n,m, (24)

N
( j)
n,m

σh−→ (−1)n+mN
( j)
n,m. (25)

将 (24)和 (25)式代入到入射场Einc的级数表示 (1)

式中,可得

Einc σh−→
∞

∑
n=1

n

∑
m=−n

(−1)n+m
[
−a(1)n,mM

(1)
n,m(k0r)

+a(2)n,mN
(1)
n,m(k0r)

]
, (26)

散射场和内场的变换与入射场相同. 对比 (1) 和

(26)式发现

a(k)n,m
σh−→ (−1)n+m+ka(k)n,m, (27)

写成矩阵形式为 a
σh−→ Σ ·a, 这里 Σ 是抽象群元

σh 的矩阵表示,而且是一个对角矩阵,矩阵元为

(Σ)k,k′

n,m,n′,m′ = (−1)n+m+kδn,n′δm,m′δk,k′ , (28)

T矩阵在算子 σh 作用下的变换为

T
σh−→Σ ·T ·Σ−1, (29)

矩阵元为

T (k,k′)
n,m,n′,m′

σh−→ (−1)n+n′+m+m′+k+k′T (k,k′)
n,m,n′,m′ . (30)

因此,根据反射对称性 σh 可以得到 T矩阵结构的

第二个性质:

T (k,k′)
n,n′,m,m′ = 0, ∀ n+n′+m+m′+ k+ k′是奇数.

(31)

图 2 矢量函数A关于 x-y平面的反射变换

3.3 反射算子D

在图 1中,由通过正五棱柱的中心轴线和上/下

底面的对称线构成的平面是该结构的 D反射面. 如

果将图 2中的 y-z面作为 D反射对称面,则与算子

σh 类似,可以得到

M
( j)
n,m

D−→−M
( j)
n,−m, (32)

N
( j)
n,m

D−→N
( j)
n,−m, (33)
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T (k,k′)
n,−m,n′,−m′ = (−1)k+k′T (k,k′)

n,m,n′,m′ . (34)

如果以图 2中的 x-z面作为 D反射对称面,则能得

到

M
( j)
n,m

D−→−(−1)mM
( j)
n,−m, (35)

N
( j)
n,m

D−→ (−1)mN
( j)
n,−m, (36)

T (k,k′)
n,−m,n′,−m′ = (−1)m+m′+k+k′T (k,k′)

n,m,n′,m′ . (37)

(34)式或 (37)式就是 T矩阵结构的第三个性质.

对于上面的这三个 T 矩阵的性质, Q 矩阵和

RgQ矩阵也同样具备.

4 原理分析

由 (22)和 (31)式可以看出,对于满足 DNh对称

性的散射体,其 T矩阵中有一部分矩阵元等于 0,如

果不考虑该对称性关系,等于 0的矩阵元原本是数

值积分后得到的近似为 0的多位小数,而且这些数

值积分的计算很耗时; 由 (34)或 (37)式可以看出,

有些 T矩阵元相等或者之间差一个负号,这样在数

值计算时,就能利用该关系减少很多计算量. 因此,

综合考虑这些对称关系后,在用 T矩阵方法计算电

磁散射问题时就能节约大量的运算时间.

把应用对称性和不用对称性这两种方法进行

比较,如表 1和表 2所示.

表 1 正三棱柱运算时间比较 (单位: s)

对称性 RgQ ·Q Q−1 T 总

无 1127 33 40 1200

C3 340 10 4 354

σh 260 5 2 267

D 210 10 2 222

D3h 131 5 1 137

表 2 正五棱柱运算时间比较 (单位: s)

对称性 RgQ ·Q Q−1 T 总

无 2431 57 73 2561

C5 504 11 4 519

σh 355 6 2 363

D 262 10 2 264

D5h 187 6 1 194

表 1中计算的正三棱柱尺寸为 a = h = 3λ ,表

2中计算的正五棱柱尺寸为 a = h = 2.5λ . 在表 1和

表 2中, “无”表示不考虑对称性的运算时间, C3(或

C5), σh 和 D表示仅考虑这一种对称性的运算时间,

D3h (或 D5h)表示综合考虑三种对称性的运算时间.

5 结 论

该方法利用群论将 T矩阵的矩阵元进行优化,

从而大大节约了运算时间. 这种方法对具有对称结

构的光散射、声散射、多体结构电磁散射、分层

材料电磁散射等问题也同样适用.
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Abstract
When solving electromagnetic scattering problem with T-matrix method, if the scattering obstacles have point-group symmetry,

i.e. remaining unchanged under the group transformation, we can obtain the relationship between geometric symmetry and symmetry
of elements in T matrix by the usage of group theory. In this way we can foresee the exact values of some matrix elements, as well as
relations between elements, which would save numerous running time in numerical calculation.
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