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大气湍流三维波前探测模式层析算法分析*
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大气湍流三维波前探测是实现多层共轭自适应光学技术的关键和前提.对湍流三维波前探测中最常用的模式

法层析技术进行理论研究与分析,提出该算法存在原理性限制,并基于此对模式法层析技术产生误差的原因展开分

析,最后针对不同类型的模式层析重构误差给出数值仿真实验结果.分析表明,模式层析重构中使用了 Zernike分解

基的一部分作为新的分解基进行波面拟合,从而引入模式混淆和模式耦合两个方面的误差;部分 Zernike分解基不

相关是避免模式混淆误差的必要条件,模式耦合误差则无法避免. 最后结合仿真结果提出大视场探测、小区域重构

的方法,很好地抑制了模式耦合误差.
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1 引 言

多层共轭自适应光学 (multi-conjugate adaptive

optics, MCAO)[1,2]技术近年来逐渐成为自适应光学

领域研究的重点和趋势. 大气湍流三维波前探测

是 MCAO 技术的关键与前提, 该技术首先针对探

测视场内不同位置导引星 (guide star, GS)同时进行

波前探测,得到不同视线方向上湍流累积的波前信

息,再利用层析算法求解不同高度湍流层引起的波

前像差, 最终得到三维分布的湍流波前信息, 如图

1(a)所示. 目前主要有区域法层析技术 [3]和模式法

层析技术 [4] 两种方法实现大气湍流三维波前探测.

区域法层析技术建立在一定假设的基础之上,很难

与实际条件相符合,从而限制了该方法的应用. 模

式层析技术避免了这些假设,使得它在提出后成为

层析技术研究的重点.

模式法层析技术自提出后, 国内外开展了不

少理论分析与实验研究, 文献 [5] 通过开展对空

观测实验, 首次证明了该技术理论上的正确性,

文献 [6, 7]对模式层析技术和基于最小均方根预测

算法进行对比研究, 并提出暗模式 (unseen modes)

的概念,指出模式层析技术探测精度有限.文献 [8]

分析了层析算法的频域特性,得出算法重构精度受

噪声影响较为严重. 以上研究工作虽然多次探讨模

式法层析技术的精度,但是都没有对误差产生的原

因展开分析. 本文从模式法层析技术的原理入手,

理论上推导模式层析算法存在的不足,着重分析模

式法层析技术误差的来源,指出模式层析重构误差

主要由模式混淆和模式耦合两部分组成,并且得出

保证模式层析重构精度的必要条件.

2 模式法层析技术基础

由于波前探测器共轭于入瞳,因此不同视线方

向波前探测得到的是整个路径上湍流累积的波前

像差 [9],而分层校正需要对不同高度湍流层引起的

波前像差进行校正,由不同视线方向累积湍流信息

得到不同高度层湍流信息的技术被称为大气层析

技术 [10].
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如图 1(b) 所示, 令大区域 Ω 表示某一高度湍
流层探测视场内的面积,小区域 Ωs 表示某一视线

方向上波前探测在该层上截取的探测面积,令大区

域直径为 D, 小区域 Ωs 直径为 d, 在大区域 Ω 内
波前相位表示为 ϕ(R), 小区域 Ωs 内的波前相位

表示为 ϕ(r), R 与 r 分别表示以两个区域中心为

坐标原点的二维坐标,大小区域内坐标间的关系为

R= r+∆r. 小区域内波面可表示为

ϕ(r) =
N

∑
j=4

a jz j

(r
d

)
=

N

∑
i=4

AiZi

(r+∆r
D

)
, (1)

式中 a j 和 Ai 分别表示小区域和大区域内归一化

Zernike分解系数, z j 和 Zi 为相应区域内归一化的

第 i和第 j 阶分解基.由于自适应光学系统无法探

测波前平移像差 (第 1 阶), 波前倾斜像差 (第 2, 3

阶)由跟踪子系统单独闭环校正, 在以下大气层析

重构分析中均不考虑前 3阶 Zernike像差.

根据 Ragazzoni在文献 [4]中的结论,大区域Ω
内第 i (i > 3)阶 Zernike基被小区域Ωs截取的部分

与小区域 Ωs 内归一化 Zernike基之间有如下关系:

Zi

(r+∆r
D

)
=

i

∑
j=4

Pi, jz j

(r
d

)
. (2)

联合 (1)式和 (2)式,大小区域内对应的Zernike

系数可以表示为

a= P ×A, (3)

式中 a= [a4,a5, · · · ,aN ]
T, A= [A4,A5, · · · ,AN ]

T,

P =


P4,4 0 · · · 0

P5,4 P5,5 · · · 0
...

...
. . .

...

PN,4 PN,5 · · · PN,N

 , (4)

P 称为关系矩阵, N 为模式重构阶数. 利用探测到

小区域内的波面, 对关系矩阵 P 求广义逆, 由 (4)

式即可得到大区域内的波面 Zernike系数:

A= P+×a, (5)

P+ 称为模式重构矩阵, 上标 +表示广义逆, 关系

矩阵 P 只与子区域的大小和相对位置有关. (5)式

是单个导引星探测单层大气湍流的情况,针对实际

大气湍流三维波前探测中多个导引星探测多层大

气湍流的情况,上式可表示为

A= P+
total ×a, (6)

式中,

A= [AT
1 ,A

T
2 , · · · ,AT

NTL
]T, a= [aT

1 ,a
T
2 , · · · ,aT

NGS
]T,

Ptotal =


P1,1 P1,2 · · · P1,NTL

P2,1 P2,2 · · · P2,NTL

...
...

. . .
...

PNGS,1 PNGS,2 · · · PNGS,NTL

 . (7)

图 1 三维波前探测示意图 (a)三个视线方向上进行波前探测,每个视线方向对应一个导引星; (b)对应探测视场内某一高
度层湍流与不同视线方向导引星探测区域相对位置
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在确定了湍流分层数 NTL,导引星个数 NGS 和

探测视场以及湍流层高度后,根据 (2)式即可求解

关系矩阵 P .

3 模式层析算法分析

由 (2) 式可以看出, 关系矩阵 P 中的元素 Pi, j

实际上是大区域第 i 阶 Zernike 基 Zi(x) 的一部

分被该区域内归一化的第 j 阶 Zernike 基 z j(x)

进行分解的系数. 假设大区域内不同阶 Zernike

基 Zi(x) 的一部分可以作为新的分解基, 并记为

Z= (Z1(x),Z2(x), · · · ,Zi(x), · · · ,ZN(x)),如图 2所

示. (2)式可写为

Z= Pz, (8)

z = (z1(x),z2(x), · · · ,z j(x), · · · ,zN(x)) 为小区域内

归一化 Zernike基,关系矩阵 P 反映的是分解基 Z
与小区域内 Zernike基 z之间的关系,如此则 (5)式

得到的分解系数 A实际上是小区域内波前基于分

解基 Z 的分解系数, 并不是基于大区域内归一化

Zernike基 Z 的模式分解系数. 部分 Zernike基能否

作为新的分解基需要进一步考证,也是产生模式层

析重构误差的根源.

4 模式层析误差分析

自适应光学技术模式法波前复原中,通常将模

式误差分为模式混淆误差和模式耦合误差两个方

面 [11]. 模式层析技术中,同样可以根据误差的来源

不同对误差进行分类, 由部分 Zernike分解基本身

具有相关性导致低阶模式相互解释引起的误差,称

为模式混淆误差, 由部分 Zernike分解基非正交性

导致高阶模式解释为低阶模式引起的误差,称为模

式耦合误差.

4.1 模式混淆误差

先讨论低阶模式之间相互解释引起的波前像

差, 即初始相位屏可以被不超过 Nre 阶 Zernike 多

项式完全拟合, Nre 为模式重构阶数. 通常情况下,

一组向量组作为分解基的充要条件是各项之间彼

此正交. 文献 [12]的分析指出,在夏克 -哈特曼波

前传感器应用模式法进行波前测量或波前校正的

过程中, 模式之间的正交性并不是算法实现的必

要条件, 只要模式之间不相关即可保证重构精度.

对于不存在高于重构阶数像差的情况下, 只要保

证部分 Zernike基之间不相关,即可确保重构精度.

为此我们讨论部分 Zernike基 Z彼此之间不相关的
限制条件.

由于部分 Zernike基 Z与小区域位置有关, 无

法给出具体的解析表达式. 由 (8)式可知关系矩阵

P 反映的是新模式分解基 Z与其对应区域内归一
化 Zernike分解基 z 之间的关系,向量组 z 彼此正

交,由线性代数知识易知,若要 Z彼此线性无关,则

要求关系矩阵 P 可逆或满秩. 否则不同阶分解基

向量 Z之间线性相关,引起模式混淆误差. 由此可

通过关系矩阵 P 是否满秩来判断模式层析重构中

是否引入了模式混淆误差.

图 2 小区域相对位置及其对应的新的模式分解基 Z 左上为小区域相对位置,上排由左至右分别为 4—7阶部分 Zernike
模式分解基,下排是与之对应的 4—7阶 Zernike模式分解基
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4.2 模式耦合误差

进一步分析初始相位屏中包含高于重构

阶数像差的情况. 令初始相位屏需要 Nini 阶

Zernike 模式进行分解, 且 Nini = Nre +NH, NH 为

高于模式重构阶数的像差阶数, 初始波面 ϕ(x) =
ϕNre(x)+ϕNH(x),其对应小区域内探测波前:

ϕ̂(x) = ϕNre(x)+ϕNH(x)

=
Nre

∑
j=4

a j,rez j +
NH

∑
j=4

a j,Hz j

=
Nre

∑
j=4

(a j,re +aL
j,H)z j +

NH

∑
j=Nre+1

aH
j,Hz j, (9)

此时小区域内探测到的第 j 阶模式系数 a j =

a j,re+aL
j,H, ( j ∈ (4,Nre)),包括大区域内低阶 Zernike

像差在小区域内进行分解的系数 a j,re 和大区域内

高阶 Zernike 像差 ϕNH(x) 在小区域内进行模式分

解的低阶成分 aL
j,H, 该项由部分 Zernike 基非正交

性引起, 相当于探测噪声. 只要初始相位屏存在高

于重构阶数的波前像差,探测模式系数中就一定存

在 aL
j,H 项,此时即使关系矩阵 P 满秩, 利用 (5)式

也将无法准确地得到大区域内低阶 Zernike系数.

5 层析算法仿真分析

5.1 模式混淆误差的影响

仿真分析中利用波前残差的相对均方根

(RMS)值反映层析重构的精度:

RMSave =

⟨[
1
S

∫∫
S
(ϕk(r)− ϕ̂k(r))

2 dr
]1/2

×
[

1
S

∫∫
S

ϕ 2
k (r)dr

]−1/2⟩
n
, (10)

ϕk(r)和 ϕ̂k(r)分别为第 k 帧初始相位屏和重构相

位屏,仿真中初始相位屏 ϕk(r)中包含倾斜项,但是

层析重构假设对倾斜完美校正, ⟨ ⟩n 表示对 n帧相

位屏计算结果统计平均. RMSave 越小,波前重构精

度越高.

首先对单层且不含有高于重构模式阶数像差

的初始相位屏进行模式层析重构,验证模式混淆误

差对层析重构的影响. 初始相位屏用 65 阶符合科

尔莫哥诺夫谱的 Zernike多项式拟合生成 [13],湍流

强度 D/r0 = 15, 共 300 帧随机相位屏用于计算不

同情况下的平均模式重构精度.仿真中导引星均匀

分布在探测全视场或半视场区域,具体排布如图 3

所示.

图 3 不同导引星数目及其排布 (a) 1 GS; (b) 2 GSs; (c) 3 GSs;
(d) 4 GSs; (e) 6 GSs; (f) 8 GSs

图 4 重构阶数对关系矩阵归一化秩以及相对重构残差的影

响 (a)重构阶数与关系矩阵P 归一化秩的关系; (b)重构阶数
与相对重构残差的关系

针对导引星数目分别为 1, 2, 3 (其排布如图

3(a)—(c)所示),仿真计算了不同阶数 Zernike模式
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进行层析重构的结果,假设关系矩阵为一 M×N 矩

阵,定义归一化秩为

ra =
rank(P )

min{M,N}
, (11)

式中 rank( ) 表示计算矩阵的秩, min{ } 取最小值.

图 4中分别给出了不同导引星数目情况下,归一化

秩以及重构精度与重构阶数的关系.图中可以看出,

随着重构阶数的增加,关系矩阵 P 的归一化秩越来

越小,说明部分 Zernike基的相关性逐渐增强. 对比

图 4(a), (b)可以看出,一旦关系矩阵 P 不满秩, 层

析重构精度迅速降低. 由此可以说明, 对于只层析

重构低阶像差时,层析重构模式阶数并非越高越好;

部分 Zernike基不相关是确保模式层析重构准确的

必要条件.

5.2 模式耦合误差对层析重构精度的影响

若初始相位屏存在高阶像差,理论分析表明即

使关系矩阵 P 满秩, 也会产生较大的层析重构误

差. 为提高重构精度,仿真实验中增加导引星数量

至 4, 6, 8颗,具体排布如图 3(d)—(f)所示,利用 78,

105, 136, 231阶 Zernike多项式 (对应径向 Zernike

阶数分别为 11, 13, 15, 20)分别拟合生成 300帧随

机相位屏, 固定使用 65 阶 Zernike 模式层析重构,

计算高阶湍流对重构精度的影响.由于模式层析技

术只重构低阶像差,而初始相位屏中含有高阶像差,

为了更好地衡量重构精度,定义低阶像差重构相对

残差作为重构精度的衡量指标:

RMScut
ave =

⟨[
1
S

∫∫
S
(ϕ̂k(r)−ϕk,Nre(r))

2 dr
]1/2

×
[

1
S

∫∫
S

ϕ 2
k,Nre

(r)dr
]1/2⟩

n
, (12)

式中, ϕk,Nre(r)为第 k帧初始相位屏中不高于 Nre阶

的低阶像差, Nre 表示重构阶数.
仿真结果如图 5所示. 图 5(a)表示不同阶初始

相位屏重构平均相对残差,图 5(b)给出四颗导引星

时某帧相位屏重构残差. 从图中可以看出,当初始

相位屏不含有高于重构阶数的模式像差时,层析重

构非常准确,导引星数和初始相位屏的模式阶数都

会影响模式层析重构的精度,当导引星数目不足时,

模式层析重构的精度受相位屏中的高阶模式影响

较大;随着导引星数的增加,其重构精度越来越高,

当导引星个数达到一定数目时,其重构精度几乎不

受初始相位屏阶数的影响.

对比图 3中导引星位置排布和图 5(b)可以看

出,波前重构残差主要集中在导引星未覆盖的边缘

位置, 4导引星时,视场内波面覆盖区域有限,因此

重构残差较大,而 6至 8颗导引星几乎覆盖了探测

视场内所有区域, 其重构残差也相应较小, 在波前

探测时,若能进行较大视场探测,较小视场重构,保

证重构视场内区域均有导引星覆盖,必将有助于提

高模式层析算法的重构精度.为说明大区域探测、

小区域重构的有效性,进一步仿真分析了重构探测

视场中心 88%的区域 (对应 8导引星完全覆盖的视

场),具体重构区域如图 3中虚线区域内所示,仿真

结果如图 6所示. 图中可以看出,小区域重构可以

明显提高重构精度.图 7给出了 4导引星探测利用

65 阶 Zernike 模式层析重构 231 阶初始相位屏时,

重构精度随重构视场的变化. 在仿真条件下 4导引

星可以完全覆盖约 49%的探测视场,图 7中虚线位

置在导引星完全覆盖的视场范围内,模式层析精度

较高, 随着探测视场内导引星未覆盖区域的增加,

层析重构精度逐渐下降.

图 5 65阶模式层析重构不同阶次相位屏模式耦合对重构精
度的影响 (a)重构精度与导引星个数、初始相位屏中高阶像
差之间的关系; (b)典型的层析重构残差
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图 6 65阶重构全视场 88%区域内波前残差

图 7 4导引星重构精度与视场之间的关系

上述结论可以看出,要保证模式层析重构的精

度,需要足够多个导引星覆盖探测高度上视场范围

内的湍流波前信息,国外主要针对 8 m级望远镜展

开分析,一般 3—5颗导引星即可满足要求,对于本

文分析的 2 m 级小口径望远镜, 要保证层析精度,

需要的导引星数也有所增加 [14].

6 结 论

本文在简述模式法层析技术基本原理的基础

上, 提出了该算法存在的原理性限制, 并基于此进

一步分析了模式法层析技术产生误差的原因,最后

针对不同类型的误差进行数值仿真. 分析指出,模

式层析重构中使用了 Zernike基的一部分作为分解

基,由于部分 Zernike基不具备正交完备性,模式层

析算法会引入模式混淆和模式耦合两种波前误差;

保证部分 Zernike基不相关即可避免模式混淆误差,

而模式耦合误差不可避免, 只能抑制其影响. 仿真

结果表明,模式耦合误差受到导引星数目和初始相

位屏模式阶数两个方面的影响,在导引星数目一定

的情况下, 采取较大视场探测, 较小视场重构的方

式,可以很好地抑制模式耦合误差.
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Abstract
Three-dimensional (3D) wavefront sensing of atmosphere turbulence is a key step to realize multi-conjugate adaptive optics

technology. In this article, model tomography, which is one of the most important algorithms for 3D wavefront sensing, is analyzed in
theory, the principle limitation of model tomography is proposed. Based on this view the reason for tomography error is discussed, and
the simulation results for different errors are produced finally. The analysis shows that part Zernike model basis is used as a new basis
of polynomial decomposition in model tomography, which leads to modal coupling error and aliasing error. The un-correlation of part
Zernike model basis is the prerequisite to avoid modal aliasing error, but modal coupling error cannot be removed and we can only
restrain its influence. Combined with simulation result a method with large field of view (FOV) sensing and small FOV reconstruction
is proposed and gives a good performance to control modal coupling error.
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