
物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 17 (2013) 170201

(2+1)维扰动时滞破裂孤波方程行波解的摄动方法*
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研究了一类 (2+1)维扰动时滞破裂孤波方程. 首先讨论了对应的无时滞情形下的破裂方程,利用待定系数投射

方法得到了孤波精确解. 再利用同伦、摄动近似方法得到了扰动破裂孤波方程的行波渐近解.
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1 引 言

许多非线性现象的描述都涉及到孤波方

程 [1−4]. 当前, 由于对非线性理论研究的不断深
入, 提出了许多非线性孤波求解的新方法, 如双线
性法, 齐次平衡法, 截断函数法, 同伦映射法等等
[5−9]. 在不同的非线性系统中得到了许多局域激发
结构, 研究其局域激发模式, 仍然是非线性理论工
作者研究的重要课题.目前非线性方程的定量和定
性相结合的各种方法不断地涌现. 作者等也研究
了有关非线性反应扩散、孤波、激光脉冲、生态、

大气物理等问题 [10−21]. 本文是讨论一类高维扰动
时滞破裂孤波方程. 利用非线性的研究方法和理论,
得到了相应方程的渐近近似解.

2 扰动时滞破裂孤波方程

考虑如下 (2+1)维扰动时滞破裂孤波方程:

uxt −a1uxyux −a2uxxuy −a3uxxxy

= b f (utt(t − τ,x,y)), (1)

其中 x, y 为空间变量, t 为时间变量, ai(i = 1,2),
a3 > 0 和 b 为参数; b f (utt(t − τ,x,y)) 为时滞扰动
项,它为充分光滑的函数, τ 为小时滞数. 破裂孤波
方程具有广泛的物理背景, 它在理论物理学, 化学
动力学, 生态学, 大气物理学等领域中都有重要的
应用,这类方程的性态以及所连带相应解的孤波和
混沌行为等,可参见文献 [1, 9].
先将扰动时滞函数 u(t −τ),按小时滞数 τ 展开

u(t − τ,x,y) =
∞

∑
i=0

(−τ)i

i!
∂ i+2u(t,x,y)

∂ t i+2 . (2)

再作行波变换

z = x+ y+ ct, (3)

其中 c为待定正常数. 将 (3)式代入方程 (1)并考虑
到 (2)式,有

cuzz − (ca1 +a2)uzuzz −a3uzzzz

= bc2 f
( ∞

∑
i=0

(−cτ)i

i!
∂ i+2u
∂ zi+2

)
. (4)

引入一个同伦映射 [22,23] H(u,s) : R× I → R:

H(u,s) = L(u)−L(u0)+ s
(

L(u0)− (ca1 +a2)uzuzz
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−bc2 f
( ∞

∑
i=0

(−cτ)i

i!
∂+2iu
∂ zi+2

))
, (5)

其中 R = (−∞,+∞), I = [0,1], s为人工参数,而线性
算子 L为

L(u) = cuzz −a3uzzzz, (6)

且 u0 = u0(z)为初始孤波函数,它由 (4)式中当 b= 0
时的方程的孤波解所确定:

cuzz − (ca1 +a2)uzuzz −a3uzzzz = 0. (7)

显然, 由关系式 (5), H(u,1) = 0 与方程 (4) 相
同.故方程 (4)的孤波解 u(ξ )就是对应 H(u,s) = 0
的孤波解当 s = 1的情形.

下面来决定由 (7)式决定的孤波解 u0 = u0(z).
为此我们采用待定系数投射方法 [1,9] 来寻找方程

(7)具有如下的形式的孤波解:

uz = A1v+A2v2 +B0(1− v2)1/2, (8)

其中 A1, A2, B0 为待定常数,而 v满足方程

v′ =−v(1− v2)1/2. (9)

不难知道,方程 (9)的解为

v = sechz. (10)

由 (8)—(10)式,代入方程 (7),有

c(A1v+A2v2)+ cB0(1− v2)1/2

− 1
2
(ca1 +a2)((A1v+2A2v2)2 +B2

0(1− v2))

− 1
2
(ca1 +a2)B0(A1v+A2v2)(1− v2)1/2

−a3[A1(v−2v3)+2A2(2v2 −3v4)

+2B0v2(1− v2)1/2] = 0.

合并上式等号左端 vi, vi(1− v2)1/2 同次幂项,并令
其系数为零. 可选定

A1 = 0, A2 =
3a3

ca1 +a2
,

B0 = 0, c = 4a3.

于是由 (8), (10)式

uz =
3a3

ca1 +a2
sech2z.

由此我们便得到了方程 (7)的一个精确孤波解

u0(z) =
3a3 tanh2 z
4a1a3 +a2

. (11)

设 at = 1(i = 1,2,3),由 (11)式表示的初始孤波
函数 u0(z)的曲线图形如图 1所示.

图 1 初始孤波函数 u0(z)的曲线图形

3 扰动时滞破裂孤波方程的近似解

现用同伦映射关系式 (5)来求得扰动破裂孤波

非线性方程 (4)的近似解 (不妨假设
diu(0)

dzi = 0(i =

0,1,2,3)). 设

u(z) =
∞

∑
j=0

u j(z)s j. (12)

将 (12)式代入 H(u,s) = 0,再按 s展开非线性

项,合并 s j 的同次幂的系数,并令其为零.
当 s0 的系数为零, 它就是初始孤波函数 u0(z)

满足的方程

u0zz −2u0zu0zz −u0zzzz = 0. (13)

显然,方程 (13)具有形如 (11)式的解,即

u0(z) =
3a3 tanh2 z
4a1a3 +a2

. (14)

当 s1 的系数为零,得

4u1zz −u1zzzz = 16a3b f

(
∞

∑
i=0

(−4a3τ)i

i!
∂ i+2u0

∂ zi+2

)
.

(15)

方程 (15)的解为

u1(z)

= 4ba3

∫ z

0

∫ z1

0

∫ z2

0
f

(
∞

∑
i=0

(−4a3τ)i

i!
∂ i+2u0(z3)

∂ zi+2
3

)
× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3, (16)

其中 u0 由 (14)式表示.
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同理,当 s j( j = 2,3, · · ·)的系数为零,得

4u jzz −u jzzzz =
1
a3

lim
m→∞

Fm j(z), (17)

其中 Fm j(z)为

Fm j(z) =
1
j!

[
∂ j

∂ s j

(
−(4a1a3 +a2)

(
∞

∑
j=0

u j(z)s j

)
z

×

(
∞

∑
j=0

u j(z)s j

)
zz

−16ba2
3 f

(
m

∑
i=0

(−4a3τ)i

i!
∂ i+2

∂ zi+2

×

(
∞

∑
j=0

u j(z)s j

))]
s=0

,

( j = 2,3, · · ·).

因此方程 (17)的解 ui(z)为

u j(z) =
1
4

∫ z

0

∫ z1

0

∫ z2

0
lim

m→∞
Fj(z3)

× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3,

( j = 2,3, · · ·). (18)

于是,根据同伦映射和摄动理论 [22−25],由 (12),
(14), (16), (18)式,我们便得到扰动破裂孤波非线性
方程 (4)一致有效的 (m,n)次近似解为

u(m,n)app(z)

=
3a3 tanh2 z
4a1a3 +a2

+4ba3

∫ z

0

∫ z1

0

∫ z2

0
f

(
m

∑
i=0

(−4a3τ)i

i!
∂ i+2u0(z3)

∂ zi+2
3

)
× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3

+
1
4

∫ z

0

∫ z1

0

∫ z2

0

n

∑
j=2

Fm j(z3)

× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3

+O
(
τm+1) , 0 < τ ≪ 1. (19)

再利用行波变换 (3)式, 我们便得到扰动时滞
破裂孤波非线性方程 (1)一致有效的 (m,n)次近似

行波解

u(m,n)app(x+ y+4a3t)

=
3a3 tanh2(x+ y+4a3t)

4a1a3 +a2

+4ba3

∫ x+y+4a3t

0

∫ z1

0

∫ z2

0
f

(
m

∑
i=0

(−4a3τ)i

i!

× ∂ i+2u0(z3)

∂ zi+2
3

)
× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3

+
1
4

∫ x+y+4a3t

0

∫ z1

0

∫ z2

0

n

∑
j=2

Fm j(z3)

× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3

+O
(
τm+1) , 0 < τ ≪ 1. (20)

4 举 例

作为一个简单的例子, 在方程 (1) 及行波变
换 (3) 式中, 设 at = 1(i = 1,2,3), f (u(t − τ,x,y)) =
utt(t − τ,x,y). 则相应的扰动时滞破裂孤波非线性
方程为

uxt −uxyux −uxxuy −uxxxy = butt(t − τ,x,y), (21)

在行波变换 z = x+ y+4t 下对应的方程 (21)为

4uzz −2uzuzz −uzzzz = 16b
∞

∑
i=0

(−4τ)i

i!
∂ i+2u
∂ zi+2 . (22)

利用同伦映射 (5)式,并由 (14)式,解的初始孤
波函数 u0(z)为

u0(z) =
3tanh2 z

5
. (23)

由 (5), (19)和 (23)式,可得扰动时滞破裂孤波
非线性方程 (22)一致有效的 (m,n)次近似孤波解

u(m,n)app(z)

=
3tanh2 z

5

+4b
∫ z

0

∫ z1

0

∫ z2

0

(
m

∑
i=0

(−4τ)i

i!
∂ i+2u0(z3)

∂ zi+2
3

)
× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3

+
1
4

∫ z

0

∫ z1

0

∫ z2

0

n

∑
j=2

Fm j(z3)

× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3

+O
(
τm+1) , 0 < τ ≪ 1. (24)

其中

u0(z) =
3tanh2 z

4
,

u1(z) = 4b
∫ z

0

∫ z1

0

∫ z2

0

( m

∑
i=0

(−4τ)i

i!
∂ i+2u0(z3)

∂ zi+2
3

)
× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3.

Fm j(z) =
1
j!

[
∂ j

∂ s j

(
−5
( ∞

∑
j=0

u j(z)s j
)

z
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×
( ∞

∑
j=0

u j(z)s j
)

zz

−16b
m

∑
i=0

(−4τ)i

i!
∂ i+2

∂ zi+2

( ∞

∑
j=0

u j(z)s j
)]

s=0
,

( j = 2,3, · · ·).

为了简单起见,由 (24)式, 下面仅考虑扰动时
滞破裂孤波非线性方程 (22)的 (1,0)次近似孤波解

u(1,0)app(z)

=
3tanh2 z

5
+4b

∫ z

0

∫ z1

0

∫ z2

0
u0z3z3

× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3

+O(τ), 0 < τ ≪ 1.

上述函数当 b = 0,01 时的曲线如图 2 所示 (其中
u(1,0)app(z)曲线为实线,初始孤波函数 u0(z)曲线为
虚线).

图 2 u0(z) (虚线)与 u(1,0)app(z) (实线)的曲线图形

由图 2 可以看出, 时滞破裂孤波非线性方程
(22)的 (1,0)次近似孤波解 u(1,0)app(z)是对初始孤
波函数 u0(z) 的一个校正. 还可以进一步看出, 它
的校正程度取决于参数 b的数值.而且它与时滞破
裂孤波非线性方程 (22)的精确解的误差具有 O(τ)
(0 < τ ≪ 1)的量级. 这种性态与对应的实际物理现
象的情况相符.
再由 (20)式,扰动破裂孤波非线性方程 (21)一

致有效的 (m,n)次近似行波解为

u(m,n)app(x+ y+4t)

=
3tanh2(x+ y+4t)

5

+4b
∫ x+y+4t

0

∫ z1

0

∫ z2

0
f

(
m

∑
i=0

(−4τ)i

i!
∂ i+2u0(z3)

∂ zi+2
3

)
× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3

+
1
4

∫ x+y+4t

0

∫ z1

0

∫ z2

0

n

∑
j=2

Fm j(z3)

× [exp(−2(z2 − z3))− exp(2(z2 − z3))]dz3

+O
(
τm+1) , 0 < τ ≪ 1.

5 方法的讨论及物理意义

用同伦映射和摄动方法得到解的收敛快慢,不

仅与构造相应的映射函数有关,还取决于初始近似
的选取. 本文的初始近似 u0(ξ )的选取是采用无扰
动情形的破裂方程 (7)的孤波解 (11)式. 它保证了
原非线性扰动时滞破裂孤波方程能较快地求得在

要求的精度范围时滞孤波渐近解.

为了取得精度较高的时滞孤波近似解,不仅依

赖于扰动时滞函数的结构,而且也取决于小时滞数

的取值量级.

时滞破裂孤波方程具有广泛的物理背景. 它在

理论物理,凝聚态物理,电路分析,生化动力和生态
学等领域中都有重要的应用. 这类方程往往是通过

非线性微分方程来描述的. 然而这类非线性方程一

般不能用通常的方法来求出其孤波精确解,因此需
要用近似方法去求解它. 本文讨论的方法就是一个

很好的近似解法.

6 结 论

当前, 许多非线性问题都涉及到孤波方程. 对

孤波的研究不断深入,并提出了许多非线性孤波求
解的新方法. 本文就是讨论一类扰动时滞破裂孤

波方程. 利用待定系数投射方法得到了孤波精确

解. 再利用同抡映射和摄动理论相结合的方法求得
了扰动破裂孤波方程的行波渐近解.得到了满意的

结果.

本文所得到的是孤波近似解析解,所得到的解

可以继续进行解析运算,还可得到时滞孤波解的其
它性态以及所连带相应解的孤波和混沌等行为,因

此这种方法比用单纯的模拟方法得到的时滞孤波

解更具有其优越性.
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Abstract
A class of (2+1) dimentional disturbed time-delay breaking solitary wave equation is studied. Firstly, the corresponding non-

delay breaking equation is considered. The exact solitary wave solution is obtained by using the mapping method with undetermined
coefficients. Then, the travelling asymptotic solution of disturbed breaking solitary wave equation is found by using the homotopic
mapping and perturbed approximate method.
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