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交通拥堵相变问题的同伦分析法*
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利用同伦分析法研究了一类基于洛伦兹系统的交通拥堵相变问题的非线性方程. 通过选取不同的初始解和不

同的线性算子,分别得到了问题的近似解和相应的残留误差. 通过与前人结果的比较得出,在研究该类问题时同伦

分析法优于微分变换法;在应用同伦分析法时,要选取尽可能接近原算子线性部分作为线性算子. 本文还给出了一

种新的初始解选取方法 (双同伦分析法). 数值模拟的结果证实了理论分析的正确性.
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1 引 言

自进入 21世纪以来,随着经济持续高速增长,
工业化和城市化进程显著加快,城市交通需求量也
随之上升. 于是,城市交通进入一个快速发展期,多
数城市初步建成了相应的道路网络和交通配套设

施. 与之相适应, 交通流研究也步入了科学化、专
业化、理论化的时代. 然而, 由于机动车和交通需
求的不断增加,现实生活中城市交通拥堵现象十分
普遍, 交通拥堵的局面还没有根本性的改变, 并由
此带来了一系列社会问题. 为缓解城市交通拥堵,
人们开始构建交通模型,分析交通拥堵形成的机理.
已有的交通流模型可划分为多种不同的类

型 [1], 根据描述细节水平或视角的不同,可将交通
流模型分为微观、介观和宏观模型. 基于自驱动
粒子分析的微观模型从个体角度,描述系统的实体
(如车辆和驾驶员)以及它们相互作用的时空行为,
比如, 考虑换道时, 车辆的运动由若干邻近车辆及
驾驶员的行为决定, 典型的微观交通流模型有: 元
胞自动机模型、车辆跟驰模型等等. 基于动力论的
介观模型则不去区别或追踪单个车辆和驾驶员的

行为,而是着重于部分整体的性质 (如采用概率分
布函数). 因此,交通流的描述是在低细节的角度进

行的, 例如单个车辆的换道是一个瞬间行为, 但其
作出换道行为的决定是基于相邻车道的密度、相

对速度等多种因素.有些介观模型的导出类似于气
体动力论理论,而所谓的气体动力论模型描述了速
度函数分布的动力学特征. 基于流体力学的宏观模
型是从集体的角度,将交通行为者的整体作为连续
介质处理,不再区分单个组成部分的运动.例如,用
车辆的平均密度、平均速度、平均流量等宏观物

理量来刻画交通流,对于单个车辆的诸如换道行为
则不作具体考虑.宏观模型根据偏微分方程的个数
还可分为一方程、两方程和三方程模型,或者根据
方程的阶数分为一阶模型、高阶模型等;运动学模
型和流体力学动力学模型就是典型的宏观模型,有
时也称为连续介质模型.
近来,许多学者从不同角度建立和分析交通流

跟车模型 [2−8], 研究了交通流中的相关问题, 例如
交通拥堵问题、交通事故问题和交通能耗问题.特
别, 一些学者研究了交通拥堵相变问题 (jamming
transition problem, JTP), 基于洛伦兹系统 (Lorentz
system)[9,10] 构建非线性交通模型,然后通过一系列
简化, 来求出非线性方程的近似解 [11]. 交通拥堵
相变过程具有典型的非平衡态、非线性特征, 一
直是交通流理论研究的重点内容 [12−16]. 一般地,
当车流密度增长超出某个临界值后, 自由流即转
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变为拥堵流. 因此, 将自由流和拥堵流类比为热力
学中的气液两相, 拥堵相变问题就可用传统的气
液相变的研究方法类比研究. Nagatani[15] 指出交

通拥堵相变类似于热力学中气液两相的非平衡态

一阶相变, 其特征可以用车流密度和敏感度 (松
弛时间的倒数) 替代热力学中密度和温度描述.
Olemskoi 和 Khomenko 将早期的关于相变问题的
研究 [16] 推广至分析交通拥堵相变 [17],比拟经典的
洛伦兹方程构建了微观的洛伦兹方程类车辆跟驰

模型 (Lorentz-like equations car-following model),通
过简化求出模型的解析近似解,并指出当车辆的特
征加速/减速时间超过某个临界值时就会自发产生
拥堵, 建立了一个自相容的协同理论. 原始的交通
方程组为

η̇ =−η
tη

+ v, (1)

v̇ =− v
tv
+gvτη , (2)

τ̇ =−τ0 − τ
tτ

+gτ ηv, (3)

其中 η 表示车头间距, τ 表示产生速度差 v时的加
速或刹车时间. 常数 tη , tv, tτ 是对应的松弛时间, gv

和 gτ 是正的常数.
系统 (1)—(3) 很难求得精确解, 人们就对其

进行简化: 假设 tη ≫ tτ , tη ≈ tv, τ̇tτ ≈ 0. 引入尺
度 tη , ηm = (gvgτ tτ tη)−1/2, vm = t−3/2

η (gvgτtτ)−1/2,
τc = (gvt2

η)
−1 分别表示时间、车头间距、速度差

和加速 (刹车)时间. 定义

τ0 = gvtτt2
η , σ =

tη
tv
, ε =

t0
tc
,

则系统 (1)—(3)可化为非线性方程

η̈ + η̇(1+σ +η2)−η(ε −σ)+η3 = 0. (4)

非线性方程 (4)也很难求得精确的解析解.文
献 [11]用微分变换法 (differential transform method)
并在初始条件 η(0) = A, η̇(0) = 0下,给出了 (4)的
含 t5 的近似解

η(t) = η(0)t0 +η(1)t1 +η(2)t2 + · · · (5)

其中

η(0) = A, η(1) = 0,

η(2) =
1
2
[(ε −σ)A−A3],

η(3) =
1
6
[A5 +A3(1+2σ − ε)

+A(σ − ε +σ2 −σε)],

η(4) =
1

24
[−A7 +A5(1+ ε −3σ)

+A3(2σε −3σ2 −2ε −1)

+A(σ3 −σ +σ2ε + ε2 −σ2 + ε)],

η(5) =
1

120
[
A9 +A7(4σ −9− ε)

+A5(17ε −17σ −1+6σ2 −3σε)

+A3(18σε +4σ3 −7σ2 +1

+
120
24

ε − 120
15

ε2 −3σ2ε −2σ)

+A(σ3 +σ2ε +σ4 −σ3ε −2ε2

+σε − ε +σ2 +2σε2 +σ)
]
.

上述解析解只是 (4)的一个近似解. 本文试图
采用与文献 [11]不同的方法——同伦分析法来研
究相关问题, 给出问题的精确更高的近似解析解,
并通过误差估计和数值模拟与已有的结果进行比

较, 来说明新方法和新结果的优越性. 在应用同伦
分析法时,由于初始近似解和线性算子对近似解的
收敛速度影响很大,所以我们试图选取不同的初始
近似解和线性算子,来探讨初始近似解和线性算子
对近似解的影响.

2 同伦解析解

为了与文献 [11]的解相区别,我们用 x表示 (4)
的解,取初始解 x0 = A,线性算子 L(x) = ẍ. 它显然
满足初始条件 x(0) = A, ẋ(0) = 0和下列条件:

当x = 0时, L[x] = 0.

再取非线性算子 N(x) = ẍ+ ẋ(1+σ + x2)− x(ε −
σ)+ x3. 构造如下同伦 (简称同伦法 A):

(1−q)L[ϕ(t,q)− x0]−qhN[ϕ(t,q)], (6)

其中 q ∈ [0,1], ϕ(t,q) =
+∞

∑
i=0

xiqi, h ̸= 0为待定的辅助

参数.
令 (6)等于零得到零阶形变方程

(1−q)L[ϕ(t,q)− x0]−qhN[ϕ(t,q)] = 0. (7)

将 ϕ(t,q) =
+∞

∑
i=0

xiqi 代入 (7)和初始条件 x(0) =

A, x′(0) = 0,比较 q的一次幂得到

x′′1 = h[(σ − ε)x0 + x3
0],

x1(0) = 0, x′1(0) = 0,
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解之得

x1 =
1
2

Ah(σ − ε +A2)t2.

比较 q的二次幂得到

x′′2 = h[x′′1 + x′1(1+σ)+ x′1x2
0 +2x′0x0x1

+(σ − ε)x1 +3x2
0x1]+ x′′1 ,

即

x′′2 = Ah2(σ − ε +A2)

[
1+(1+σ +A2)t

+
1
2
(σ − ε +3A2)t2

]
+h[(σ − ε)A+A3],

x2(0) = 0, x′2(0) = 0.

解上述方程得到

x2 = Ah2(σ − ε +A2)

[
1
2

t2 +
1
6
(1+σ +A2)t3

+
1

24
(σ − ε +3A2)t4

]
+

1
2

Ah(σ − ε +A2)t2.

由同伦分析法,我们得到方程的近似解

x ≈ A+
1
2

Ah(σ − ε +A2)

[
(2+h)t2

+
1
3

h(1+σ +A2)t3 +
1

12
h(σ − ε +3A2)t4

]
. (8)

我们先计算其残留误差,只要残留误差足够小,

能满足实际要求,我们就认为这个近似解是有效的.

由残留误差公式得到 (8)的残留误差为

∆(x) =
[∫ +∞

−∞
[N(x)]2dx

]1/2

. (9)

易知 (9)为 h的函数, 我们与同伦摄动法相比

就有了选择或调节的余地. 我们的目的是选择合

适的 h值,使得残留误差最小. 这也正是同伦分析

法比同伦摄动法的优越之处. 由于表达式 (9)比较

复杂,我们就借助数值方法,取定 A的值,用Matlab

画出 ∆(x)随 h的变化情况 (如图 1). 由图 1我们可

以得出,h取何值时 ∆(x)最小,并列表如表 1. 文献

[10]和 [11]只取表 1中参数的前 4行对应的 ε , σ
和 A所构成的模式,由于 σ ≈ 1,所以我们取范围更

广的参数. 相应的近似解 (8)的残留误差一并列于

表 1.

图 1 ∆(x)的残留误差随 h的变化图
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表 1 当 ∆(x)取最小值时对应的 h值表

模式 ε σ A h ∆(η) ∆(x)

1 0.25 0.75 0.25 –0.69 0.0580592 0.010721

2 0.75 2.50 0.50 –0.50 8.6329832 0.1965

3 3.25 0.75 0.75 –0.77 1.2141365 0.073469

4 2.00 0.75 1.00 –0.60 1.6171333 0.036646

5 1.85 1.05 1.00 –0.55 2.6491723 0.032764

6 2.00 1.00 0.50 –0.68 0.8505901 0.02957

同伦分析法的优越性之一就是初始值选取的

自由度很大.但由于初始近似的选取对近似解的收
敛速度影响很大,盲目地选取初始值未必能得到理
想的解. 为此,我们采用双同伦法进行求解,即先用
同伦分析法求得近似解,然后以该方程的一次近似
解作为新的初始解, 再用同伦分析法求解 (简称同
伦法 B).这样选取初值会更加精确,求得的解精度
会更高. 为了与前面的解进行区别,我们用 y来表

示因变量. 同上取线性算子、非线性算子和初始条
件,并构造相同的同伦.所不同的是取上述 x1 作为

新的初值 y0,即

y0 = A+
1
2

h(σ − ε +A2)At2,

它显然满足初始条件 y0(0) = A, y′0(0) = 0.
再由同伦分析法,我们得到方程的近似解

y ≈ A+
1
2

hA(A2 − ε +σ)(3+3h+h2)t2

+
1
6

h2A(A2 − ε +σ)(1+A2 +σ)(3+2h)t3

+
1
24

h2A(A2 − ε +σ)[A4h−3ε +3σ

+9A2 +2hA2(4+σ)+h(1−2ε)+hσ(4+σ)]t4

+
1
60

h3A(A2 − ε +σ)[3A4(5+3h)

− (ε −σ)(1+σ)−A2ε(13+9h)

+A2(3+16σ +9hσ)]t5

+
1

720
h3A(A2 − ε +σ)[26A6h+(ε −σ)2

−2A2(ε −σ)(39+40h+13hσ)+81A4

+hA4(80−26ε +52σ)]t6

+
1

840
h4A3(A2 − ε +σ)2[13+4A2(14+5h)

− (31+20h)ε +44σ +20hσ ]t7

+
1

6720
h4A3(A2 − ε +σ)2[82A4h

− (ε −σ)(93+100h+40hσ)+129A2

+2hA2(50−41ε +61σ)]t8

+
1

20160
h5A3(A2 − ε +σ)3

× (40+213A2 −25ε +65σ)t9

+
1

67200
h5A3(A2 − ε +σ)3

× [25(σ − ε)+131A2 +124hA2(A2 − ε +σ)]t10

+
157

123200
h6A5(A2 − ε +σ)4t11

+
1

887040
h6A5(A2 − ε +σ)4

× [171+110h(A2 − ε +σ)]t12

+
5

69888
h7A5(A2 − ε +σ)5t13

+
3

326144
h7A5(A2 − ε +σ)5t14. (10)

由 (10)可以看出,我们只需要求出二阶近似就
可以得到方程的含有 t14 的近似解. 我们计算其残
留误差,看看残留误差是否足够小. 先用 Matlab画
出 ∆(y)随 h的变化情况 (如图 2),确定出 h的最佳

值,再计算出对应的最小误差值 (见表 2).

表 2 当 ∆(y)取最小值时对应的 h值表

模式 ε σ A h ∆(y)

1 0.25 0.75 0.25 –0.80 0.0023405

2 0.75 2.50 0.50 –0.66 0.085809

3 3.25 0.75 0.75 –0.70 0.065352

4 2.00 0.75 1.00 –0.70 0.014331

5 1.85 1.05 1.00 –0.70 0.011785

6 2.00 1.00 0.50 –0.75 0.0094539

3 又一个同伦解析解

同伦分析法的另一优点是线性算子选取的自

由性. 但线性算子的不同选取方式同样对解的收敛
速度有影响.为此,我们选取新的线性算子,来探讨
不同线性算子对解的影响程度.把方程 (4)中不含
参数的线性部分全部取来作为新的线性算子,这样
或许可以求得更加精确的近似解. 同样为了与上文
的解相区别,我们用 φ 表示因变量.
取线性算子 L(φ) = φ ′′ + φ ′, 非线性算子

N(φ) = φ̈ + φ̇(1 + σ + φ2)− φ(ε − σ) + φ3. 取初
始解 φ0 = A. 线性算子显然满足初始条件和下列
条件:

当φ = 0时, L[ϕ ] = 0.
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图 2 ∆(y)的残留误差随 h的变化图

由同伦分析法可得方程的近似解 (简称同伦
法 C)

φ ≈ A+hA(A2 +σ − ε)[2+h(1+3ε −σ −7A2)

+h(ε −2A2)t]e−t +hA(A2 +σ − ε)

×
[

2(−1+ t)+h(−1+σ −3ε +7A2)

+h(1−σ +2ε −5A2)t

+
1
2

h(σ − ε +3A2)t2
]
. (11)

表 3 当 ∆(φ)取最小值时对应的 h值表

模式 ε σ A h ∆(ϕ)

1 0.25 0.75 0.25 0.83 0.0025313

2 0.75 2.50 0.50 0.59 0.10255

3 3.25 0.75 0.75 1.03 0.086775

4 2.00 0.75 1.00 0.73 0.015237

5 1.85 1.05 1.00 0.66 0.015423

6 2.00 1.00 0.50 0.85 0.0050118

我们以该方程的一次近似解作为新的初始解,
再用同伦分析法求解. 为了与上文方程的解进行区
别,我们用 z来表示因变量. 由同伦分析法我们也

可得到方程的近似解 (简称同伦法 D)

z ≈ A+hA(A2 +σ − ε)(−1+ t + e−t)

+
1
4

hA(A2 +σ − ε){[−4+28hA2

+h3A2(53+ t4)(A2 +σ − ε)2

−34h2A2(A2 +σ − ε)+4h(−1+σ −3ε)]

−4[−1+h(−1+σ −3ε +7A2)

−8h2A2(A2 +σ − ε)

+14h3A2(A2 +σ − ε)2]e−t

+h2A2(A2 +σ − ε)[2+3h(A2 +σ − ε)]e−2t}

+
1
2

h2A(A2 +σ − ε){[σ − ε +3A2

−10hA2(A2 +σ − ε)+11h2A2(A2 +σ − ε)2]t2

−2hA2(A2 +σ − ε)[2+h(A2 +σ − ε)]t2e−t}

− 1
3

h3A3(A2 +σ − ε)2{[−3+5h(A2 +σ − ε)]t3

+2h(A2 +σ − ε)t3e−t}−hA(A2 +σ − ε)

×
{
[h(−1+σ −2ε +5A2)−h2A2(A2 +σ − ε)

+11h3A2(A2 +σ − ε)2 −1]t
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+h[2A2 − ε +2hA2(A2 +σ − ε)

+2h2A2(A2 +σ − ε)2]te−t

− 1
2

h3A2(A2 +σ − ε)2te−2t
}
. (12)

(12) 式的 h 变化情况和残留误差情况见图 4
和表 4.

4 结果分析与数值模拟

将上述五种情况的残留误差汇总可以得到表

5. 从表 5中不难发现下列事实:
第一,同伦分析方法要优于微分变换法. 以模

式 2为例,四种情况下同伦方法的残留误差都低于
0.2, 而微分变换法则超过 8, 其他情况下的数据也
同样验证了这一点.
第二,同伦分析方法 C要比同伦分析法 A更加

精确, 各组模式的数据都说明了这一点. 以模式 1
为例,同伦分析法 A的残留误差大于 0.01,而同伦
分析方法 C则小于 0.003. 这说明取尽可能接近原
方程的线性算子,有利于提高近似解的精度.

图 3 ∆(φ)随 h的变化情况图

表 4 当 ∆(z)取最小值时对应的 h值表

模式 ε σ A h ∆(z)

1 0.25 0.75 0.25 –0.85 0.0023488

2 0.75 2.50 0.50 –0.62 0.097498

3 3.25 0.75 0.75 –0.75 0.060374

4 2.00 0.75 1.00 –0.70 0.016836

5 1.85 1.05 1.00 –0.68 0.014644

6 2.00 1.00 0.50 –0.79 0.0091057

第三,同伦分析方法 B的精度要比同伦分析法

A 的精度略高, 同伦分析法 D 的精度要比同伦分

析法 C 的精度略高, 同样多组数据证实证了这一

点. 以模式 3为例,同伦分析法 B的残留误差约为

0.065, 小于同伦分析法 A 的 0.073, 同伦分析法 D
的 0.06小于同伦分析法 C的 0.087.
第四,同伦分析方法 B的精度要比同伦分析方

法 C的精度略高. 即双同伦分析法的一阶近似比同
伦分析法的二阶近似精度要高. 说明对本文所研究
的方程来说,初始近似解的选取要比线性算子的选
取更能提高近似解的精度.
第五,对照图 5—7,可以发现随着 t 的增大,各

种方法的残留误差都有所增加, 但区别在于, 微分
变换法的残留误差增加得特别快,其结果很不理想,
而同伦分析方法的残留误差只是略有增加,其精度
仍旧非常高.
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表 5 各方法下对应近似解的残留误差及 h值表

模式 微分变换法误差 同伦法 A误差 (h) 同伦法 B误差 (h) 同伦法 C误差 (h) 同伦法 D误差 (h)

1 0.0580592 0.010721(–0.69) 0.0023405(–0.80) 0.0025313(0.83) 0.0023488(–0.85)

2 8.6329832 0.1965(–0.50) 0.085809(–0.66) 0.10255(0.59) 0.097498(–0.62)

3 1.2141365 0.073469(–0.77) 0.065352(–0.70) 0.086775(1.03) 0.060374(–0.75)

4 1.6171333 0.036646(–0.60) 0.014331(–0.70) 0.015237(0.73) 0.016836(–0.70)

5 2.6491723 0.032764(–0.55) 0.011785(–0.70) 0.015423(0.66) 0.014644(–0.68)

6 0.8505901 0.02957(–0.68) 0.0094539(–0.75) 0.0050118(0.85) 0.0091057(–0.79)

图 4 ∆(z)随 h的变化情况图

图 5 模式 1下六种方法的模拟对比图

为了更直观地了解各种近似解的变化情况,我
们借助Matlab画出各种方法的近似解,并与Runge-

图 6 模式 2下六种方法的模拟对比图

Kutta 方法求得的数值解作比较 (见图 5— 图 10).
以模式 2(见图 6)为例,当 t 为 [0,0.3]时,各种方法
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图 7 模式 3下六种方法的模拟对比图

图 8 模式 4下六种方法的模拟对比图

图 9 模式 5下六种方法的模拟对比图

得到的近似解都与 Runge-Kutta方法求得的数值解
几乎重合, 但 t 为 [0.3,1] 时, 微分变换法就开始偏
离精确解, 而且偏离越来越大, 而同伦分析方法与
Runge-Kutta 方法求得的数值解几乎重合, 部分略

有偏差, 但偏差都不大. 充分说明同伦分析法比微

分变换法能求得更精确的近似解.

图 10 模式 6下六种方法的模拟对比图

5 结 论

本文用同伦分析法给出了交通拥堵相变问题

的非线性方程的近似解和误差估计.通过分析我们

可以看出,同伦分析方法求得的近似解要比微分变

换法更加精确,说明同伦分析方法在这方面要优于

微分变换法. 数值模拟和误差估计的结果充分说明

了这一点. 在使用同伦分析方法时, 根据线性算子

的选取不同, 其对应的近似解也有区别. 本文选取

了两个不同的线性算子,通过理论分析和数值模拟

可以看出,对于线性算子我们要选取尽可能接近原

算子线性部分作为线性算子,这样所得的结果要优

于选取其他形式的线性部分作为线性算子所得的

结果, 即近似解的精度更高. 同时, 我们还给出了

一种选取初始近似解的方法: 在使用同伦分析方法

时, 可先根据方程的特点选取一个初始近似解, 用

同伦分析法求得一阶近似解,并以此作为新的初始

解值再使用同伦分析方法求非线性方程的解. 使用

这种选取初始解的方法所得到的一阶近似解,要比

直接使用同伦分析法所得二阶近似解收敛速度更

快, 结果更精确. 本文的研究结果充分说明了上述

结论.另外,我们也可以看出,边界条件对近似解的

影响也是很大的,我们将另文撰述.
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Abstract
Using the homotopy analysis method (HAM), the nonlinear equation of the jamming transition problem (JTP) in traffic flow

is discussed, which is based on the Lorentz system. Through choosing different initial approximation solutions and different linear
operators, approximation solutions of the JTP and the corresponding residual errors are obtained respectively. By comparing the
present results with the previous related studies, the following conclusions can be drawn that the HAM is superior to the differential
transform method; however, a linear operator should be chosen as best you can to approach the linear part of the original operator in
using the HAM. A new method to choose the initial approximation solution (named double HAM) is given. The correctness of the
theoretical analysis is verified by numerical simulation.
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