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基于Min-Max方法的混沌系统采样同步控制研究*
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针对含有扰动的混沌系统,设计采样同步控制器, 利用输入时滞法将含有采样同步控制器的混杂系统转换为

具有输入时滞的连续系统.并考虑对系统影响最坏的干扰程度,在该种情况下,基于线性矩阵不等式 (LMI)技术和

min-max鲁棒控制方法,给出了使误差系统稳定的充分条件,确保混沌系统在所容许的扰动下均能实现完全同步.仿

真结果说明所设计的采样同步控制方案具有很强的鲁棒性,适合应用于保密通信系统中.
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1 引 言

上世纪 90 年代以来, OGY 混沌控制法 [1] 和

PC同步法 [2] 的成功实现,为混沌理论的应用打开
了方便之门. 作为保密通信的关键技术, 混沌同步
已经取得了一些研究成果 [1−24], 但在现有文献中,
绝大多数都是通过设计连续时间控制器实现混沌

系统的同步.而随着数字电子以及微处理器的高速
发展,基于计算机的数字控制器正在逐渐取代传统
的模拟控制器, 成为当今研究的热点问题. 采用计
算机实现混沌系统同步可以极大地减少驱动系统

和响应系统传输所需的同步信号的数据量,缩短信
息处理时间, 增加带宽利用率, 所以基于计算机控
制的同步方案十分符合数字化工业的应用要求.
文献 [11—24]设计了采样同步控制器,实现混

沌系统的同步.其中,文献 [11, 12]采用 Euler近似
离散化的方法, 首先将混沌系统离散化, 进而采用
离散控制的思想设计采样同步控制器,实现混沌系
统的同步.该类方法在将原非线性系统离散化的过
程中,降低了混沌系统模型的精度,因此,所设计的
同步控制器很难确保原连续混沌系统的同步.文献
[13, 14] 采用数字化重设计的方法, 设计了采样观

测器与驱动系统同步,该方法需要经过 T-S模糊建

模,连续控制器的设计和构建等效离散控制器三个

步骤, 因此该方法设计过程比较复杂, 使该方法的

应用受到一定的限制.文献 [15—24]利用输入时滞

的方法,将采样控制器转化为含有输入时滞的连续

时间控制器, 进而针对连续误差系统, 给出了使混

沌系统同步的充分条件.特别的, 文献 [23]专门考

虑了混沌系统可能出现的一类故障,设计了容错同

步控制器,确保了驱动系统出现故障的情况下仍能

实现同步.文献 [24]考虑了系统可能出现的参数不

确定, 设计了采样同步控制器. 由于混沌系统不可

避免地会受到外部扰动 (电磁波, 噪声等), 这将影

响甚至破坏混沌系统的同步,限制混沌系统的使用

范围.而现有关于混沌系统采样同步控制的文献均

没有考虑干扰对同步的影响, 基于此现状, 本文将

针对含有扰动的混沌系统设计采样同步控制器.

在实际应用中, 如混沌保密通信系统, 要求驱

动和响应混沌系统始终处于同步状态,两个混沌系

统状态微小的偏差也可能导致通信的失败. 传统的

H∞ 鲁棒控制方法只能保证系统在无外部干扰的情

况下渐近稳定, 随着外部扰动的出现, 系统的状态

会逐渐偏离平衡点并且控制能量的消耗也随之增
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大, 使得系统的鲁棒性明显降低, 严重破坏混沌系
统的同步,导致保密通信的失效. 因此本文采用输
入时滞法处理采样控制器,将含有采样控制器的混
杂系统转换为具有输入时滞的连续混沌系统 [25,26],
并重点针对混沌保密通信系统对同步性能要求高

的特殊性,利用 min-max方法计算出对系统影响最
坏的干扰程度,进而在该最坏干扰程度下给出混沌
系统同步的充分条件,确保系统在所有允许的扰动
范围内仍能保持完全同步,最后通过数值仿真结果
验证了上述方法的有效性.

2 问题描述

考虑如下所示的混沌系统:
驱动系统

ẋ(t) = Ax(t)+B f (Dx(t)),

p(t) =Cx(t). (1)

响应系统

ż(t) = Az(t)+B f (Dz(t))+Hω(t)+u(t),

q(t) =Cz(t), (2)

其中, x(t),z(t) ∈ Rn 分别是驱动系统和响应系统

的状态变量, p(t),q(t) ∈ Rr 分别是驱动系统和响

应系统的输出变量, ω(t) ∈ Rm 为作用在响应系

统的扰动, A, B, C, D, H 是恰当维数的系数矩阵,
f (·) : Rnh → Rnh 为系统的非线性项, u(t) ∈ Rn 为采

样同步控制器. 控制器在每个采样时刻对响应系统
和驱动系统的输出状态进行采样,设计采样同步控
制器如下式所示:

u(t) = KC(x(tk)− z(tk)), (3)

其中, K 为控制器增益, tk 为采样时刻.定义同步误
差 e(t) = x(t)− z(t),则采样同步控制器可以表示为

u(t) = KCe(tk). (4)

假设1 采样间隔满足

∆k = tk+1 − tk 6 h, ∀k > 0.

由于 tk = t − (t − tk) = t − τ(t), 则由假设 1 可
知, τ(t) ∈ (0,h], τ̇(t) = 1, tk < t 6 tk+1, ∀k > 0. 则控
制器 (4)可转换为如下具有输入时滞的形式:

u(t) = KCe(t − τ(t)). (5)

由 (1), (2) 和 (5) 式可以得到采样同步误差系
统方程为

ė(t) =ẋ(t)− ż(t)

=Ae(t)+B[ f (Dx(t))− f (Dz(t))]

−Hω(t)−u(t)

=γ(t)−Hω(t), (6)

其中, γ(t) = Ae(t)−KCe(t − τ(t))+Bη(De;z),这里

η(De;z) = f (Dx(t))− f (Dz(t)).

假 设2 混 沌 系 统 的 非 线 性 项 f (·) =

diag( f1(·), · · · , fnh(·)) 在区间 [0,ρ] 上, 且有下

式成立:

0 6 ηi(dT
i e;z)

dT
i e

=
fi(dT

i e+dT
i z)− fi(dT

i z)
dT

i e

6 ρ, ∀e,z; i = 1,2, · · · ,nh(dT
i e ̸= 0),

即 ηi(dT
i e;z)[ηi(dT

i e;z)−ρdT
i e]6 0,其中 dT

i 为 D的

第 i个行向量.

引理1 x(t) ∈ Rn 是一阶连续可导的向量函数,

对任意的矩阵M1, M2 和正定矩阵 P,有下式成立:

−
∫ t

t−h(t)
ẋT(s)Pẋ(s)ds

6ξ T(t)

 MT
1 +M1 −MT

1 +M2

∗ −MT
2 −M2

ξ (t)

+h(t)ξ T(t)

 MT
1

MT
2

P−1[M1 M2]ξ (t),

其中

ξ T(t) = [xT(t) xT(t −h(t))].

3 主要结果

下面将首先推算容许扰动对系统所造成的最

大破坏程度,并针对该最坏干扰程度设计采样同步

控制器, 使得误差系统达到渐近稳定, 进而可以确

保在所有容许的扰动下,驱动系统和响应系统始终

保持同步,进一步提高系统的鲁棒性和对干扰的不

敏感性. 考虑如下性能指标:

J =
∫ ∞

0
[eT(t)e(t)−ωT(t)Qω(t)]dt, (7)

其中, Q > 0.

定理1 对于含有扰动的误差系统 (6),给定的

正实数 h, 如果存在正定矩阵, P ∈ Rn×n, R ∈ Rn×n,

对称矩阵 X ∈ Rn×n, 矩阵 Y ∈ Rn×n, M1,M2 ∈ Rn×n,

使得以下线性矩阵不等式成立:
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Σ =



Σ11 Σ12 Σ13 −X Σ15 hMT
1

Σ22 0 0 hCTY T hMT
2

−2Λ 0 Σ35 0

−R hX 0

−hP 0

∗ −hP


< 0. (8)

则误差系统渐近稳定, 且控制器增益 K = (hX −
P)−1Y . (8)式中

Σ11 = PA+ATP−hXA−hATX +MT
1 +M1 +R,

Σ12 = YC−MT
1 +M2,

Σ13 = (P−hX)B+ρDTΛ ,

Σ15 = hAT(P−hX),

Σ22 =−MT
2 −M2,

Σ35 = hBT(P−hX).

证明 选取如下形式的 Lyapunov-Krasovskii
泛函:

V (e, t) =eT(t)Pe(t)+
∫ t

t−h
eT(s)Re(s)ds

+
∫ 0

−h

∫ t

t+θ
ėT(s)Pė(s)dsdθ , (9)

其中, P > 0, R > 0. 对 V (e, t)求导可得

V̇ (e, t) =2eT(t)Pė(t)+ eT(t)Re(t)

− eT(t −h)Re(t −h)

+hėT(t)Pė(t)

−
∫ t

t−h
ėT(s)Pė(s)ds. (10)

构造如下局部检验函数:

Φ =V̇ (e, t)+ eT(t)e(t)−ωT(t)Qω(t)

=2eT(t)Pė(t)+ eT(t)Re(t)

− eT(t −h)Re(t −h)+hėT(t)Pė(t)

−
∫ t

t−h
ėT(s)Pė(s)ds+ eT(t)e(t)

−ωT(t)Qω(t). (11)

函数 Φ(ω) 在 ω(t) = ω∗ 时, 取得极大值的充
要条件是

δΦ(ω∗,δω) = 0, (12)

δ 2Φ(ω∗,δω)< 0. (13)

应用变分法,计算使 (11)式取极大值时的 ω∗,
记 Φ(ω)的增量为

∆Φ(ω) = Φ(ω +δω)−Φ(ω)

= L(ω,δω)+σ(ω,δω), (14)

其中, L(ω,δω) 是关于 δω 的线性连续函数,
σ(ω,δω) 是关于 δω 的高阶无穷小, 则 Φ(ω) 在

ω∗处的变分为

δΦ(ω∗,δω) =
∂

∂ε
Φ(ω∗,εδω)

∣∣∣∣
ε=0

=−2δωTHTPe(t)−2hδωTHTP[ϒ(t)−Hω∗]

+2
∫ t

t−h

{
δωTHTP[ϒ(s)−Hω∗]

− εδωTHTPHδω
}

ds

+2εhδωTHTPHδω −2δωTQω∗−2εδωTQδω

=−2HTPe(t)−2hHTP[ϒ(t)−Hω∗]

+2
∫ t

t−h
HTPė(s)ds−2Qω∗. (15)

令 δΦ(ω∗,δω) = 0,由 (15)式可以得到

ω∗(t) = G
[
hHTPϒ(t)+HTPe(t −h)

]
, (16)

其中, G =
[
hHTPH −Q]−1. 进一步,对 (15)式关于

ω(t)求二阶变分得

δ 2Φ(ω∗,δω) =
∂ 2

∂ε2 Φ(ω∗,εδω)

∣∣∣∣
ε=0

=−2δωTQδω. (17)

由于 Q > 0, 有 δ 2Φ(ω∗,δω) < 0, 即当扰动
ω(t) = ω∗(t) 时, 对系统的破坏程度最大. 下面将
证明在 ω(t) = ω∗(t)时,误差系统 (6)的稳定性. 将
所得 ω∗代入 (6)式中可得

ė(t) =Ae(t)−KCe(t − τ(t))

+Bη(De;z)−Hω∗(t)

=(I −hHGHTP)Ae(t)

+(hHGHTP− I)KCe(t − τ(t))
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+(I −hHGHTP)Bη(De;z)

−HGHTPe(t −h). (18)

由假设 2,对任意的Λ = diag(λ1 λ2 · · · λnh)>
0,令 η(t) = η(De;z),则有

−
nh

∑
i=1

2λiηi(dT
i e;z)

[
ηi(dT

i e;z)−ρdT
i e
]

=−2ηT(t)Λ [η(t)−ρDe(t)]> 0. (19)

由于 τ(t)6 h,由引理 1可知

−
∫ t

t−τ(t)
ėT(s)Pė(s)ds

6εT(t)

 MT
1 +M1 −MT

1 +M2

∗ −MT
2 −M2

ε(t)

+hεT(t)

 MT
1

MT
2

P−1[M1 M2]ε(t), (20)

其 中, εT(t) = (eT(t) eT(t − τ(t)))T. 令 Γ =

[M1 M2 0 0]. 为了表达方便,这里将 ėT(t)Pė(t)
表示为

ėT(t)Pė(t) = ξ T(t)Ω TP−1Ωξ (t), (21)

其中

ξ (t) =[eT(t) eT(t − τ(t)) ηT(De;z) eT(t −h)]T,

Ω =[(P−hPHGHTP)A (hPHGHTP−P)KC

(P−hPHGHTP)B PHGHTP],

由 (10), (18)—(20)式,有下式成立:

V̇ (e, t)6ξ T(t)(Π +hΩ TP−1Ω +hΓ TP−1Γ )

×ξ (t), (22)

其中

Π =


Π11 Π12 Π13 −PHGHTP

−MT
2 −M2 0 0

−2Λ 0

∗ −R

 ,

Π11 =PA+ATP−hPHGHTPA

−hATPHGHTP+MT
1 +M1 +R,

Π12 =(hPHGHTP−P)KC−MT
1 +M2,

Π13 =(P−hPHGHTP)B+ρDTΛ .

令 PHGHTP = X , (hPHGHTP−P)K =Y ,则 Ω
和 Π 的形式如下所示:

Ω = [(P−hX)A YC (P−hX)B X ],

Π =


Π11 Π12 Π13 −X

−MT
2 −M2 0 0

−2Λ 0

∗ −R

 ,

其中

Π11 =PA+ATP−hXA−hATX +MT
1 +M1 +R,

Π12 =YC−MT
1 +M2,

Π13 =(P−hX)B+ρDTΛ .

由定理 1可知

Σ =


Π hΩ T hΓ T

−hP 0

∗ −hP

< 0. (23)

对 (23)式应用 Schur引理,可以得到

Π +hΩ TP−1Ω +hΓ TP−1Γ < 0. (24)

从而 V̇ (e, t) < 0, 因此在对系统破坏程度最大的
扰动下, 同步误差系统 (6) 仍能渐近稳定, 即驱
动系统和响应系统保持完全同步, 控制器增益
K = (hX −P)−1Y .

4 数值仿真

首先以 Chua’s电路为例,通过仿真验证所设计
控制器的有效性, Chua’s电路的状态方程为

ẋ(t) = Ax(t)+B f (Dx(t)),

p(t) =Cx(t),

其中

A =


−18/7 9 0

1 −1 1

0 −14.28 0

 ,

B =


27/7

0

0

 ,

C = D = [1 0 0],

f (Dz(t)) = 0.5(|x1 + c|− |x1 − c|). 设采样间隔上界
h = 0.02, 驱动系统和响应系统状态变量的初始值
分别为 [0.01 0 0]T 和 [−1 − 0.1 − 0.4]T. 驱
动系统的各状态相图及吸引子如图 1所示. 由图 2
可以看出,施加控制前,两混沌系统未达到同步.
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图 1 驱动系统的相位图
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图 2 控制前误差系统状态曲线

图 3 为加入采样同步控制器后的误差系统状
态曲线, 可以看出, 两个混沌系统很快就可以达到
同步.为了验证控制器对外部扰动的抑制能力,第 2
秒在响应系统加入外部扰动,得到仿真结果如图 4
所示.
由图 4 可以观察到, 加入扰动前, 在同步控制

器的作用下, 误差系统各状态较快地收敛至零. 第

2秒加入连续扰动后,系统误差出现了小幅的波动,

即两混沌系统出现了短暂的不同步,经过 1 s后,误

差收敛到零, 两混沌系统重新达到同步. 仿真表明

所设计的同步控制器具有较好的鲁棒性.
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图 3 加入控制后误差系统状态曲线
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图 4 含有扰动的误差系统状态曲线
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图 5 原始的正弦波信号 (驱动系统发出)

下面将所设计的采样同步方法应用于保密通

信中, 采用正弦信号作为原始信号 (图 5所示). 图

6为经响应系统解密后的正弦信号,图 7为原始信

号与解密后的正弦信号的偏差. 由图 6和图 7可以

看出, 解密后的正弦信号只在开始阶段存在失真,

但随着驱动系统和响应系统的快速同步,接收端在

1 s 后就可以完整的恢复出原始信号, 所以该方案

十分适用于保密通信.
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图 6 解密后的正弦波信号 (响应系统接收)
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图 7 原始信号与解密后的正弦信号的偏差
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5 结 论

本文针对一类带有扰动的混沌系统,设计采样

同步控制器,利用输入时滞的方法描述采样控制器,

将采样混沌系统转化为含有输入时滞的连续系统.

为了确保外部扰动存在时,驱动系统和响应系统仍

能保持同步, 本文构造检验函数, 基于 min-max 思
想, 计算对系统影响最坏的干扰程度, 并在该最坏
干扰程度下给出使误差系统渐近稳定的充分条件,
实现系统的同步. 仿真结果表明, 所设计的控制算
法对于所有的容许扰动都具有较强的鲁棒性,完全
能够满足混沌系统在实际应用中的同步要求.
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Abstract
For the chaotic systems with disturbance, a sampled-data controller is designed to achieve chaotic synchronization. Firstly, to

handle the discontinuity introduced by the sampling activities, the input-delay approach is introduced to transform the discontinuous
chaotic systems into continuous ones. Secondly, the worst possible case of performance is considered according to min-max robust
strategy. Then the sufficient conditions for global asymptotic synchronization of such chaotic systems are derived and expressed in
terms of linear matrix inequality (LMI). The proposed algorithm can achieve synchronization of the sampled-data chaotic systems for
all admissible disturbances at the pre-computed set of disturbance realizations. The effectiveness is finally illustrated via numerical
simulations of chaotic Chua’s circuit, and the simulation results show that the proposed algorithm is suitable for secure communication.
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