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非线性漂移的 Fokker-Planck方程的近似非定态解*
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研究了由高斯白噪声和色噪声作用下的非线性动力学系统的不稳定态演化问题.在弱噪声极限下,运用本征值

本征矢理论得到了非定态解 ρ(x, t)的近似表达式;分析了色噪声自关联时间 τ ,强度 α 对 ρ(x, t)以及对一、二阶矩
的影响.数值模拟发现: 1) t 在一定范围内, ρ(x, t)是变量 x和 t 的单调函数,且随 τ 的增大而增大,反之,随 α 的增大
而减小; 2)一阶矩是 τ 和 α 的单调函数,但二阶矩却是非单调函数,在参数影响下发生了相变现象.
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1 引 言

近年来, 色噪声理论在非平衡、非线性以及

不稳定性现象的研究中已取得了很大的进展 [1,2],

特别是对高斯色噪声问题的研究引起了广泛的关

注. 在色噪声理论中, 主要的困难在于色噪声有

限的自关联时间使任何系统具有了非 Markov 特

性, 对此目前还没有找到精确的解析理论.以往人

们研究色噪声一般是采用各种近似方法 [3], 其中

Jung和 Hanggi等提出和运用统一色噪声理论 [2,4],

在绝热消去条件下, 得到了近似的 Markov 描述;

San Miguel 和 Sancho[5] 利用泛函方法导出了平方

奥恩斯坦 -乌伦贝克 (OU)色噪声的近似类 Fokker-

Planck方程 (简称 FPE); Liang等 [6,7]利用诺维科夫

理论在各种近似下对响应函数做截断展开,从而得

到概率密度函数的各类近似 FPE; Ke等 [8] 将统一

色噪声近似进行扩展,研究了两个色噪声激励的郎

之万方程的响应问题.

研究具有非线性漂移的 FPE的不稳定态演化

问题, 目前已有多种有效的近似方法 [3,9−12] 来处

理,如Wentzel-Kramers-Brillouin法、Ω展开、标度

理论、变分法、以及精确度比较高的格林函数 Ω
展开法等. 在此基础上,本文应用文献 [3]的空间扩

维法,考虑了受高斯白噪声和色噪声驱动的非线性

动力学系统,将高斯色噪声 [13,14] 转化为高斯白噪

声来讨论.为了研究系统在不稳定点附近的演化行

为,应用了格林函数的 Ω展开理论 [3] 在初始时区

的线性近似,将二维非线性非细致平衡系统转化为

二维 OU过程来讨论. OU过程是指漂移力为线性,

而扩散项为常数的 FPE所代表的过程. 对此过程,

不仅可以求得精确的定态解,而且可以求得精确的

非定态解. 定态解的性质决定了自治的 FPE长时间

行为, 然而, 系统还有许多性质由非定态解的演化

过程决定. 所以,本文在弱噪声极限下,运用本征值

本征矢理论 [3,9] 得到了系统的约化非定态解,并将

结果应用到产品产量增长模型中.

本文结构安排如下: 首先在格林函数的 Ω 展
开理论基础上运用本征值本征矢理论近似得到了

一般郎之万方程所对应的近似非定态解;然后将此

结果应用到产品产量增长模型中;最后进一步利用

Matlab 数值模拟 [15], 分别讨论了色噪声自相关时

间 τ ,色噪声强度 α 对非定态解 ρ(x, t)以及变量 x

的一、二阶矩的影响.
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2 一般郎之万方程所对应的近似含时
解

近年来,随机力对非线性系统的作用已成为许

多研究领域的重要研究对象,在非平衡物理、生物

系统、化学系统等的统计性质中有广泛应用,可用

来描述系统的定态、非定态等问题.考虑受高斯白

噪声和色噪声共同驱动的一维非线性动力学系统,

其一般形式的郎之万方程可以表示为

ẋ = f (x)+g1(x)ξ (t)+g2(x)η(t), (1)

其中, f (x)为 x的非线性函数, g1(x)和 g2(x)为 x的

函数. ξ (t)和 η(t)分别为高斯色噪声和白噪声,统

计性质为

⟨ξ (t)⟩= ⟨η(t)⟩= 0,

⟨η(t)η(s)⟩= 2Dδ(t − s),

⟨ξ (t)ξ (s)⟩= α
τ

e−
|t−s|

τ ,

⟨η(t)ξ (s)⟩= ⟨ξ (t)η(s)⟩= 0, (2)

D表示白噪声 η(t)的强度, α 和 τ 分别表示色噪声
ξ (t)的强度与自关联时间. 系统 (1)通过高斯型色

噪声 ξ (t)的有限关联时间 τ 形成了对历史的记忆,

不再为Markov型的. 通过扩大空间维数,可将系统

等效的变形 [3]为
ẋ = f (x)+g1(x)y+g2(x)η(t)

ẏ =−1
τ

y+
1
τ

Γ (t)
, (3)

其中 ⟨Γ (t)⟩ = 0, ⟨Γ (t)Γ (s)⟩ = 2αδ(t − s). 对系统

(3), 用变量 z代换 x, 使乘性白噪声 η(t)转化为加

性白噪声,即ż = h1(z)+h2(z)y+η(t)

ẏ =−1
τ

y+
1
τ

Γ (t)
, (4)

其中

h1(z) =
f (x)

g2(x)
, h2(z) =

g1(x)
g2(x)

, z =
∫ x 1

g2(x)
dx.

则系统 (4)对应的二维 FPE为

∂ρ(z,y, t)
∂ t

= − ∂
∂ z

[(h1(z)+h2(z)y)ρ(z,y, t)]

+
1
τ

∂
∂y

[yρ(z,y, t)]+D
∂ 2

∂ z2 ρ(z,y, t)

+
α
τ2

∂ 2

∂y2 ρ(z,y, t).

用原始变量标记为

∂ρ(x,y, t)
∂ t

= − ∂
∂x

[(h1(x)+h2(x)y)ρ(x,y, t)]

+
1
τ

∂
∂y

[yρ(x,y, t)]+D
∂ 2

∂x2 ρ(x,y, t)

+
α
τ2

∂ 2

∂y2 ρ(x,y, t). (5)

系统 (5)对应的确定性方程为
ẋ = h1(x)+h2(x)y

ẏ =−1
τ

y
, (6)

假设确定性方程 (6)有一个不稳定定态解 (a,0)和

稳定定态解 (b,0).

由于系统不满足
d
dy

[h1(x)+h2(x)y] =
d
dx

×
(
−

1
τ

y
)

,所以不具有细致平衡条件,但为了研究系统在

不稳定附近的演化行为,采取合理的线性近似将二

维非线性系统转化为线性系统来讨论.当系统的初

态处于不稳定定态解 (a,0)的邻域时, 系统的概率

分布为 δ分布:

ρ(x,y,0) = δ(x− x0)δ(y− y0)

= δ(x−a−m
√

ε)δ(y−n
√

ε),

m,n = o(1).

对确定性系统 (6)在不稳定定态解 (a,0)处线

性化,并忽略高阶项,得:
ẋ = k1x+ k2y+ k3

ẏ =−1
τ

y
, (7)

其中

k1 = h′1(a)> 0, k2 = h2(a), k3 =−ah′1(a).

则 (7)式对应的二维 FPE为
∂ρ(x,y, t)

∂ t
= − ∂

∂x
[(k1x+ k2y+ k3)ρ(x,y, t)]

+
1
τ

∂
∂y

[yρ(x,y, t)]+D
∂ 2

∂x2 ρ(x,y, t)

+
α
τ2

∂ 2

∂y2 ρ(x,y, t). (8)

可见 (8)式是具有线性漂移力、常系数扩散项的二

维 OU过程. 对此过程,可以求得精确的非定态解.

由于系统 (8)的初始分布函数为

ρ(x,y,0) = δ(x− x0)δ(y− y0)

= δ(x−a−m
√

ε)δ(y−n
√

ε),
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m,n = o(1). (9)

对方程 (8)进行傅里叶变换:

ρ(x,y, t)

=
1

(2π)2

∫∫
e i(r1x+r2y)ρ̄(r1,r2, t)dr1 dr2. (10)

将 (10)式带入 (8)式,并进行反演,得到:

∂ ρ̄
∂ t

= k1r1
∂ ρ̄
∂ r1

+ k2r1
∂ ρ̄
∂ r2

− 1
τ

r2
∂ ρ̄
∂ r2

−Dr2
1ρ̄ − α

τ2 r2
2ρ̄. (11)

并且 (10)式给出了 ρ̄(r1,r2, t)的初始条件:

ρ̄(r1, r2,0) = e−i(r1x0+r2y0). (12)

下面使用待定系数法求解方程 (11). 假设方程

(11)的解具有以下高斯形式:

ρ̄(r1,r2, t) = exp
{
− i(r1µ1(t)+ r2µ2(t))−

1
2

(
r2

1σ11(t)

+ r1r2σ12(t)+ r2r1σ21(t)

+ r2
2σ22(t)

)}
. (13)

为了满足初始条件 (12),必有:

µ1(0) = x0,µ2(0) = y0,σi j(0) = 0, i, j = 1,2. (14)

将 (13)式代入 (11)式,并比较等式两边 r1, r2 的次

数,得到两组互相独立的方程:µ̇1(t) = k1µ1(t)+ k2µ2(t)

µ̇2(t) =−1
τ

µ2(t)
, (15)



˙σ11(t) = 2k1σ11(t)+ k2σ12(t)

+k2σ21(t)+2D,

˙σ12(t) = k1σ12(t)+ k1σ21(t)+2k2σ22(t),

˙σ21(t) =−1
τ

σ12(t)−
1
τ

σ21(t),

˙σ22(t) =−2
τ

σ22(t)+
2α
τ2 .

(16)

其中第一组方程 (15)是随机力为 0的确定性方程.

由于此两组方程有惟一的解, (13)式假设的高斯形

式被自洽地证明了.

为了方便地求解方程组 (15), (16),下面采用狄

拉克矢量与算子形式分别表示方程组 (15), (16). 其

中方程组 (15)可改写为

|µ̇(t)⟩= Λ1µ(t)⟩, Λ1 =

k1 k2

0 −1
τ

 , (17)

则线性算子 Λ1 的本征值为

λ1 = k1, λ2 =−1
τ
.

为简化起见,假定 Λ1 的本征值不简并 (一个本征值

对应一个本征矢),则 λ1, λ2 对应的本征矢分别为

|µ⟩=

1

0

 , |ν⟩=

0

1

 , (18)

算子 Λ1 可用双正交基的形式表示为

Λ1 =−k1|µ⟩⟨µ|+
1
τ
|ν⟩⟨ν|.

由初始条件

|µ(0)⟩=

µ1(0)

µ2(0)

= x0|µ⟩+ y0|ν⟩,

方程组 (15)的解可直接写为

|µ(t)⟩=

µ1(t)

µ2(2)


= x0 e−λ1t |µ⟩+ y0 e−λ2t |ν⟩. (19)

方程组 (16)的算子表达式为

σ̇(t) = Λ2σ +σΛ2 +2D0, D0 =

D 0

0
α
τ2

 ,

Λ2 =


2k1 k2 k2 0

0 k1 k1 2k2

0 −1
τ

−1
τ

0

0 0 0 −2
τ

 .

其解为

σ11(t) =
D
λ1

(1− e−2λ1t), σ12(t) = σ21(t) = 0,

σ22(t) =
α

λ2τ2 (1− e−2λ2t). (20)

将 (19), (20)式代入 (13)式,并进行傅里叶变换,得

到非定态解 ρ(x,y, t)的表达式:

ρ(x,y, t)

=
1

2π

√
λ1λ2τ2

Dα(1− e−2λ1t)(1− e2λ2t)

× exp
{
− 1

2

[ λ1

D(1− e−2λ1t)
(x− x2

0 e−λ1t)2

+
λ2τ2

α(1− e−2λ2t)
(y− y2

0 e−λ2t)2
]}

=
1

2π

√
k1τ

Dα(1− e−2k1t)(e
2t
τ −1)
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× exp
{
− 1

2

[
k1

D(1− e−2k1t)
(x−a2 e−k1t)2

+
τ

α
(

e
2t
τ −1

)y2
]}

.

由于沿 y坐标的分布反映了色噪声的行为,往

往更关心的是宏观变量 x的分布情况,将上式对 y

积分,可得到 x的归一化含时解:

ρ(x, t)

= N
1

2π

√
k1τ

Dα(1− e−2k1t)(e
2t
τ −1)

× exp
[
− 1

2
k1

D(1− e−2k1t)
(x−a2 e−k1t)2

]
, (21)

其中 N 为归一化常数.

3 应用举例和数值分析

3.1 产品产量增长模型

Logistic模型常被用于描述单一种群的繁殖问

题,比如:肿瘤细胞增长模型,人 (虫)口增长模型等.

下面用 Logistic模型描述某一社会现象:一种工业

产品刚问世时, 其产量 x的增长率 ẋ自然与产量 x

自身成正比. 考虑到产品的销售量有一最大限度,

不妨设 M 代表此最大销售量,增长率 ẋ还受 M 的

制约: ẋ还应与 (M− x)成正比, x = M 时, ẋ = 0. 因

此,产品产量增长率应满足下面的微分方程:

ẋ = kx(M− x), (22)

可见产品产量增长也服从 Logistic模型,这是理想

环境下产量增长率的表达式. 在同时考虑产品的使

用寿命问题以及系统内部随机因素 (产品更新换代

等)及坏境涨落因素 (品牌竞争等)的影响,产量增

长率 ẋ所对应的郎之万方程为

ẋ = kx(M− x)−λx+ xξ (t)+η(t), (23)

其中 −λx 代表产品自身的损耗, λ−1 表示产品的

平均使用寿命,此时产品最大销售量为 (M −λ/k),

ξ (t)为乘性高斯色噪声, Γ (t)为加性高斯白噪声.

(23)式对应的二维确定性方程为
ẋ = kx(M− x)−λx+ xy

ẏ =−1
τ

y
, (24)

其存在一个稳态解 (M − λ/k,0) 与一个非稳态解

(0, 0).

由前面的讨论, (23)式对应的近似二维 FPE为

∂ρ(x,y, t)
∂ t

= − ∂
∂x

[(kM−λ )xρ(x,y, t)]

+
1
τ

∂
∂y

[yρ(x,y, t)]+D
∂ 2

∂x2 ρ(x,y, t)

+
α
τ2

∂ 2

∂y2 ρ(x,y, t),

本征值分别为

λ1 = kM−λ , λ2 =−1
τ
.

为方便起见记 a = kM−λ ,所以系统 (23)式对应的

含时非定态解为

ρ(x, t) = N
1

2π

√
aτ

Dα(1− e−2at)(e
2t
τ −1)

× e
− 1

2
a

D(1−e−2at )
x2

, (25)

其中 N 为归一化常数.

3.2 变量 x的一、二阶矩

由方程 (25),可得到变量 x的 n阶矩为

⟨xn(t)⟩=
∫ +∞

0
xnρ(x, t)dx. (26)

因此,变量 x的一阶矩表达式为

⟨x(t)⟩=
∫ +∞

0
xρ(x, t)dx, (27)

变量 x的二阶矩表达式为

σ2
x = ⟨x2(t)⟩−⟨x(t)⟩2. (28)

3.3 数值模拟

为了更好地研究色噪声参数对非定态解 ρ(x, t)
的影响,通过 Matlab模拟,首先分析在噪声扰动下

系统的演化行为.图 1(a)与 (b)分别为系统在无噪

声干扰以及噪声干扰下的演化行为.从图中可以看

出,在无噪声存在的情况下,当 t 不超过某值 (t ≈ 7)

时, x是 t 的单调函数;一旦 t 超过此值后,随 t 的增

大, x不再变化,而是趋于某一定值,也自洽地说明

了饱和解的存在. 然而噪声存在时, x随 t 不再规律

性地变化,而是随机地在原确定性解的周围上下波
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动. 由此可见, 噪声的存在使确定性解出现了一些

新的特点.

  

−.



.

.

.

.

t

x

a

b

图 1 变量 x 关于 t 的曲线 a = 1, k = 2, D = 0.1, α = 0.01,
τ = 0.1

根据方程 (25)表达的产品产量增长模型的非

定态解,经数值处理,给出了不同噪声参数对 ρ(x, t)
的影响,如图 2所示.

图 2(a) 给出了非定态解 ρ(x, t) 随产量 x 和时

间 t 变化的函数曲面三维图. 从图中可以看出, 当

t 很小时, ρ(x, t) 随 x 的增加在快速减小, 但随着 t

的增大, ρ(x, t)随 x的增加变化缓慢,最后趋向于 0.

如图 2(b)所示: 当 t 取定值时,随 x的增加, ρ(x)单
调递减, 最后趋于 0; 而随 t 的增加 ρ(x) 曲线变平
缓,峰值也在下降. 在 2(c)中,当 t 极小时, ρ(x)随 t

的增加单调递增;一段时间后,随 t 的增大, ρ(x)反
而在减小, 最后趋于定值.此特性正好说明了在一

类新产品问世时, 当产量 x 较少时, 社会对这种产

品需求概率在增大,商家对这种供不应求的市场需

求情况,抓住商业商机,增加生产产量;一段时间后,

随产量 x的增加,社会对此类产品的需求量也在下

降, 直到达到社会需求的饱和量 (x = M −λ/k)时,

商家就不会再生产此类产品. 同时也自洽地说明了

在不稳定态的演化是瞬间完成的.

图 3(a), (b) 分别给出了 ρ(x) 作为 x 的函数随

色噪声强度 α 以及色噪声自关联时间 τ 的变化曲
线图. 从 3(a) 可以看出, 随色噪声强度 α 的增大,

ρ(x)的分布越平缓,峰值越低;反之,从 3(b)中可以

看出,随色噪声自关联时间 τ 的增加, ρ(x)的分布
越陡,峰值越高. 此特性正好说明了在减小外部激

励色噪声强度 α 时,同时增大色噪声自关联时间 τ
有助于商家盈利.

图 2 (a) ρ(x, t) 关于 x 和 t 的曲面, a = 1, k = 2, D = 0.5,
α = 0.5, τ = 0.5; (b) ρ(x)关于 x的曲线, a = 1, k = 2, D = 0.5,
α = 0.5, τ = 0.5; (c) ρ(x)关于 t 的曲线, a = 1, k = 2, D = 0.5,
α = 0.5, τ = 0.5

根据方程 (25), (27)的表达式,图 4(a)给出了变

量 x的均值 ⟨x⟩作为色噪声自关联时间 τ 的函数随
色噪声强度 α 变化的曲线. 从图中明显可以看出:

变量 x的均值是非负的,且随着 τ 值的增加是单调
递增的. 当 τ 值取定时, ⟨x⟩ 随 α 的增加却在单调
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递减. 图 4(b)给出了变量 x的均值 ⟨x⟩作为 α 的函
数随 τ 变化的曲线.从图中可以看出:此时是单峰

曲线,且峰值出现在 α 极小时; 随着 α 的增加, ⟨x⟩

曲线单调递减,直到逐渐稳定到定值;当 α 固定时,

⟨x⟩随 τ 值的增加而增加的同时, 曲线的峰值上升

且向右平移.
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图 3 (a) ρ(x)作为 x的函数随 α 变化的曲线, a = 1, k = 2, D = 0.5, τ = 0.5, t = 0.01; (b) ρ(x)作为 x的函数随 τ 变化的曲线,
a = 1, k = 2, D = 0.5, τ = 0.5, t = 0.1
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图 4 (a) ⟨x⟩作为 τ 的函数随 α 变化的曲线, a = 1, k = 1, D = 0.5, t = 0.1; (b) ⟨x⟩作为 α 的函数随 τ 变化的曲线, a = 1, k = 1,
D = 0.5, t = 0.01
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图 5 (a) σ 2 作为 α 的函数随 τ 变化的曲线, a = 1, k = 1, D = 0.5, t = 0.01; (b) σ 2 作为 τ 的函数随 α 变化的曲线, a = 1,
k = 1, D = 0.5, t = 0.01
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根据方程 (25), (27), (28) 的表达式, 图 5(a) 给

出了变量 x的方差 σ2 作为 α 的函数随 τ 变化的曲
线.从图中可以看出:变量 x的方差是正的,当色噪

声强度 α 值较小时, σ2 曲线是 α 的单调递增函数;

随 α 值增大时, σ2 却是 α 的单调递减函数. 即在

α ≈ 0.01时,曲线出现了峰值.另一方面,随着关联

时间 τ 值的增加, σ2曲线峰值下降的同时在向右平

移;且在 α < 0.01区域, σ2 曲线随 τ 值的增加单调
递减,而在 α > 0.01区域, σ2 曲线是 τ 的单调递增
函数. 图 5(b)给出了变量 x的方差 σ2 作为 τ 的函
数随 α 变化的曲线.从图中可以看出:当色噪声强

度 α 较大时, σ2 随自关联时间 τ 的增加而单调增
加; 当 α 减小时, σ2 曲线发生了巨大的变化, 此时

σ2 曲线出现了一个峰值,且随 α 的减小,峰值变高

的同时在向左平移;当 α 较小时, σ2 随着 τ 的增加
先单调递增后单调递减.

4 结 论

本文主要考虑了受高斯白噪声和色噪声驱动

的非线性动力学系统在不稳定态的演化问题.在弱

噪声极限下, 利用本征值本征矢理论得到了非定

态解 ρ(x, t)的近似表达式,并讨论了: 1)非定态解

ρ(x, t)作为产量 x和时间 t 的函数, 分别随色噪声

自相关时间 τ 以及色噪声强度 α 的变化情况; 2)自

关联时间 τ 和色噪声强度 α 对一、二阶矩的影响.

研究发现 t 在一定的范围内, ρ(x, t)是变量 x和时

间 t 的单调函数,且 ρ(x, t)随自关联时间 τ 和色噪
声强度 α 的变化呈现出不同的特性, τ 越大, ρ(x, t)
峰越陡,峰值越高;反之, α 越大,峰越平稳,且峰值

下降. 一阶矩是各参数的单调函数,随 τ 值的增加
单调递增,但随 α 值的增加单调递减. 随着参数的

变化, 二阶矩却是非单调变化的, 这是典型的相变

现象;随 α 和 τ 变化时, σ2 均出现了峰值,且峰值

位置以及峰值高度也随着参数的变化而变化. 在用

Logistic模型描述的产品产量增长系统中有两个状

态: xs = M−λ/k, xu = 0,非定态解 ρ(x, t)就反映了
随时间 t 的变化在 xu 附近演化的特性. 本文结论是

一种产品产销规律的定量表述,对产销决策者制定

销售策略提供了理论依据.
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Abstract
In this paper, the unstable state evolution problem of the non-linear dynamical system driven by Gaussian white and colored

noise is investigated. Using the eigenvalue and eigenvector theory, the expression of the approximate time-dependent solution (ρ(x, t))
is derived. The effects of parameters on ρ(x, t), mean and normalized variance are also analyzed. Numerical simulations show that
1) ρ(x, t) is a monotonic function of t and x under the certain limits of t, which increases with τ increasing, but decreases with
α increasing; it is very remarkable for large τ and large α ; 2) the mean of the state variable x is positive, which increases with τ
increasing, but decreases with α increasing; the normalized variance of the state variable x is a non-monotonic function of the α and
τ . Therefore, a phase transition phenomenon is found in this system.
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