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统一非对称光波导横向耦合模理论分析*
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( 2013年3月26日收到; 2013年6月6日收到修改稿 )

光波导横向耦合模理论包含正交耦合模理论和非正交耦合模理论两大类,为了追求形式上的完美,两类理论没

有统一的解析解,并且都没有对非匹配耦合系统中耦合功率的非对称性进行深入研究.本文一方面由 Helmholtz方

程出发推导出了一种新型的非正交耦合模方程,并对两类理论中的耦合模方程进行了统一处理和求解,得到了一种

统一的解析解;另一方面根据所得到的统一的解析解对非匹配耦合系统中耦合功率的非对称性进行了详细研究,计

算结果表明非匹配耦合系统中的最大互耦合功率和最小自耦合功率均可用统一的解析解进行近似计算.
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1 引 言

光波导耦合模理论是一种研究光波导中不同

传输模式之间能量相互耦合的解析理论,是对光波

导中多种电磁波传播规律的近似而又直观的描述,

包括在同一波导中因随机非均匀扰动引起的引导

模式、辐射模式和泄露模式之间的耦合 [1],在同一

波导中因纵向周期性扰动引起的同向模式之间或

反向模式之间的耦合 [2],以及分别在两个或多个相

距较近的平行波导中的模式之间的耦合 [3]. 在许多

应用中,光波导耦合模理论可用于光波导的初期设

计阶段,与各种数值计算方法 (例如:模拟电磁波传

输的有限差分时域方法和束传播方法,计算光波导

传输模式的有限元方法)相结合后可完成光波导的

精确设计.用于研究平行波导之间能量耦合的光波

导耦合模理论被称为光波导横向耦合模理论 [4],与

其他光波导耦合模理论一样,光波导横向耦合模理

论也是一种近似理论.由不同的方法和假设条件得

到的光波导横向耦合模方程可分为两大类: 正交耦

合模方程和非正交耦合模方程 [5]. 两者相比,非正

交耦合模方程更加准确, 但在耦合较弱时, 两者相

差不大.

现有的光波导横向耦合模理论未对非匹配波

导系统中耦合功率的非对称性进行深入研究,而且

仅分别对正交耦合模方程和非正交耦合模方程进

行了单独求解. 为此, 本文提出了一种统一非对称

光波导横向耦合模理论,一方面给出了两类耦合模

方程的统一解,另一方面对非匹配波导系统中耦合

功率的非对称性进行了较深入的研究.本文的主要

内容包括: 在第 3节对现有的两种正交耦合模方程

分别进行了补充和修正;在第 4节推导并提出了一

种新型非正交耦合模方程,并将其与变分法非正交

耦合模方程做比较,证明了这种新型非正交耦合模

方程的正确性;在第 5节给出了一种正交耦合模方

程和非正交耦合模方程的统一求解方法,并给出了

解析解结果;在第 6节对两个非匹配的平行光波导

之间的耦合功率的非对称性进行了详细分析,并与

模式匹配原理进行了对比.

2 双平行波导模型

图 1 所示为一种纵向均匀的阶跃型双波导系

统的截面图,该系统包含两个芯子区域 Sa, Sb 和一

个包层区域 Sc,折射率分别为 na, nb, nc. 在这个双

波导系统中包含了两个平行介质波导: 以 Sa, Sc 区
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域构成的 a波导和以 Sb, Sc 区域构成的 b波导. 图
2 所示的平面光波导定向耦合器是具有正常模式
(normal mode)解的最简单的双波导系统,其中折射
率为 nc 的区域构成的整体可认为是 Sc 区域.在双
波导系统中, 如果只存在 a 波导, 则有功率归一化
的模场 ea(x,y)和 ha(x,y)存在,如果只存在 b波导,
则有功率归一化的模场 eb(x,y)和 hb(x,y)存在,即
ea, ha, eb, hb 满足下列Maxwell方程及波动方程:

∇×hi = jωεiei, (1)

∇×ei =−jωµ0hi, (2)

∇2
Tei +

(
ω2µ0εi −β 2

i
)
ei = 0, (3)

其中 i = a, b表示 a波导或 b波导, βi 为传输常数,
εi 为介电常数,其表达式为:

εi(x,y) =

n2
i ε0 (x,y) ∈ Si

n2
cε0 (x,y) /∈ Si

. (4)

双波导系统中的电磁波被假设为 a 波导和 b 波导
中功率归一化的模场的线性叠加:

E(x,y,z) = Ea(x,y,z)+Eb(x,y,z)
=Aa(z)ea(x,y)+Ab(z)eb(x,y)

H(x,y,z) =Ha(x,y,z)+Hb(x,y,z)
=Aa(z)ha(x,y)+Ab(z)hb(x,y)

, (5)

其中 Aa(z)和 Ab(z)包含了模场振幅沿传输方向的
变化.

图 1 双平行波导截面图

图 2 平面光波导定向耦合器示意图

模场功率是由电场和磁场共同决定的,但在弱

导光波导中, 模场功率可以只用电场的积分求得,

且有下式成立:

βi

2ωµ0

∫∫
S
|ei|2 ds ∼=

1
2

∫∫
S
(ei ×h∗

i ) · ẑds = 1, (6)

其中 S表示整个横截面, ẑ 表示 z方向上的单位向

量. 另外,模式之间的交叉功率满足:

1
4

∫∫
S
(e j ×h∗

i +e∗i ×h j) · ẑds

∼=
βi +β j

4ωµ0

∫∫
S
e je

∗
i ds. (7)

光波导耦合模理论适用于弱导光波导,所以以上两

式适用于耦合模方程的推导, 特别地, 对于 TE 模

式,以上两式中的 “∼=”可以换为 “=”.

3 对正交耦合模方程的补充和修正

正交耦合模方程中隐含 (ea,ha) 正交于

(eb,hb)的假设,其一般表达形式为

d
dz

Aa(z)

Ab(z)

=−j

βa +Ma Kab

Kba βb +Mb

Aa(z)

Ab(z)

 ,

(8)

其中, Ma, Mb为自耦合系数, Kab, Kba为互耦合系数.

作者参阅的相关理论分析文献中,存在的主要不足

如下: 一是利用微扰极化电流法推导出的正交耦合

模方程中只包含了互耦合系数,而不包含自耦合系

数;二是在利用微扰电极化强度法推导正交耦合模

方程的过程中引入了错误的微扰电极化强度项.本

节对这两个问题分别进行了补充和修正,得到了相

同的正交耦合模方程.

3.1 微扰极化电流正交耦合模方程

当两个波导同时存在时,并考虑到两个模场是

相对独立的, Ei, Hi 必须满足下列方程:

∇×Hi = jωεEi = jωεiEi + jω (ε − εi)Ei, (9)

其中 ε 为实际双波导系统的介电常数. 将 (9)式与

(1) 式比较后, 可发现 (9) 式右侧的第二项是多余

项,该项是由介质极化引起的,具有电流的量纲,被

称为微扰极化电流, 且被认为是对独立波导模场

Ei (Hi)的微扰源. 有些文献只考虑了模场 Ea (Ha)

产生的微扰极化电流 jω (ε − εa)Ea 对模场 Eb (Hb)
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的影响. 而没有考虑对自身模场的影响. 将微扰极
化电流的表达式变为

J ′ = jω (ε − εa)Ea + jω (ε − εb)Eb, (10)

并按照文献 [4]的推导方法, 可以得到正交耦合模
方程的自耦合系数和互耦合系数为Ma Kab

Mb Kba

=
ωε0

4

×


∫∫

Sb

(n2
b −n2

c) |ea|2 ds
∫∫

Sa
(n2

a −n2
c)ebe∗ads∫∫

Sa
(n2

a −n2
c) |eb|2 ds

∫∫
Sb

(n2
b −n2

c)eae∗bds

 .

(11)

3.2 微扰极化强度正交耦合模方程

根据线性各向同性介质的本构关系,如果只有
一个波导存在,则电场强度 E 与电极化强度 P 的

关系为

Pi = (εi − ε0)Ei. (12)

当两个波导同时存在时,并考虑到两个模场是相对
独立的, E 与 P 的关系变为

Pi = (ε − ε0)Ei = (εi − ε0)Ei +(ε − εi)Ei. (13)

将 (12), (13) 两式做比较, 可发现 (12) 式的第二项
是多余项, 类似于微扰极化电流法, 微扰电极化强
度的定义为

P ′ = (ε − εa)Ea +(ε − εb)Eb. (14)

有些文献在推导 Ma 和 Kab 的过程中, 认为 P′ =

(ε − εa)(Ea +Eb), 在推导 Mb 和 Kba 的过程中, 认
为 P ′ = (ε − εb)(Ea +Eb). 这显然是错误的. 修正
之后,按照文献 [7]的推导过程可得到与 (11)式相
同的结果.

4 新型非正交耦合模方程

非正交耦合模方程中 (ea,ha)和 (eb,hb)是非

正交的,其一般表达形式为 [5] 1 Xab

Xba 1

dAa/dz

dAb/dz


=− j

βa + M̄a K̄ab

K̄ba βb + M̄b

Aa

Ab

 , (15)

其中 Xab, Xba为交叉功率系数,并且 K̄ab, K̄ba的表达

式中包含交叉功率系数,正交耦合模方程是非正交
耦合模方程在交叉功率系数等于 0时的特殊情形.
本节以电磁波 Helmholtz方程为基础, 推导出了一
种新型的非正交耦合模方程,并将其与传统的由变
分法得到的非正交耦合模方程进行了对比研究.

4.1 新型非正交耦合模方程的推导

设双波导系统中传输的电磁波满足下列

Helmholtz方程:

∇2E+ω2µ0εE = 0. (16)

将 (5)式代入 (16)式,并考虑到 (3)式,可得:(
2β 2

a +ω2µ0 (ε − εa)
)

Aaea

+
(
2β 2

b +ω2µ0 (ε − εb)
)

Abeb

=

[
−d2 |Aa|

dz2 exp(jϕa)exp(−jβaz)+2jβa
dAa

dz

]
ea

+

[
−d2 |Ab|

dz2 exp(jϕb)exp(−jβbz)+2jβb
dAb

dz

]
eb,

(17)

其中, ∇2
T = ∂ 2/∂x2 + ∂ 2/∂y2, Ai(z) = |Ai(z)| ×

exp(jϕi)exp(−jβiz). (17) 式中包含了二阶导数项,
但因为已设 Aa, Ab 对 z是缓慢变化的,所以可以略
去二阶导数项, (17)式可以近似为

jβa
dAa

dz
ea + jβb

dAb

dz
eb

=

(
β 2

a +
1
2

ω2µ0 (ε − εa)

)
Aaea

+

(
β 2

b +
1
2

ω2µ0 (ε − εb)

)
Abeb. (18)

将 (18)式两边同乘以 e∗a ,然后在 (x,y)平面上积分,
并将两边同除以 2ωµ0,得到:

βa

2ωµ0

∫∫
S
|ea|2 ds

dAa

dz

+
βb

2ωµ0

∫∫
S
e∗aebds

dAb

dz

=

[
− jβa

βa

2ωµ0

∫∫
S
|ea|2 ds

− j
ωε0

4

∫∫
Sb

(
n2

b −n2
c
)
|ea|2 ds

]
Aa

+

[
− jβb

βb

2ωµ0

∫∫
S

e∗aebds

− j
ωε0

4

∫∫
Sa

(
n2

a −n2
c
)
e∗aebds

]
Ab. (19)
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考虑到 (6)式, 并与非正交耦合模方程的一般表达
形式做比较,可得由 (19)式确定的非正交耦合模方
程的各系数分别为

Xab =
βb

2ωµ0

∫∫
S
e∗aebds,

M̄a = Ma, K̄ab = βbXab +Kab. (20)

类似地,可以得到:

Xba =
βa

2ωµ0

∫∫
S

e∗beads, M̄b = Mb,

K̄ba = βaXba +Kba, (21)

其中 Ma, Kab, Mb, Kba 的表达式与 (11)式相同. (20),
(21) 两式就是本文推导并提出的新型耦合模方程
中各系数的表达式, 方程式中包含了功率交叉项
Xab 及 Xba,属于非正交耦合模方程. 虽然新型耦合
模方程的推导是从严格的 Helmholtz 方程开始的,
但由于 (5)式的引入, 使得该方程仍属于传统的弱
耦合范畴.

4.2 与变分法非正交耦合模方程的比较

由变分原理得到的非正交耦合模方程的矩阵

形式为 [6]Paa Pab

Pba Pbb

dAa/dz

dAb/dz

=−j

Haa Hab

Hba Hbb

Aa

Ab

 ,

(22)

其中

Pi j =
1
4

∫∫
S
(e j ×h∗i +e∗i ×h j) · ẑds (i, j = a,b) ,

Hi j = β jPi j +
ω
4

∫ ∫
S
(ε − ε j)e

∗
i e jds (i, j = a,b) .

根据功率归一化公式 (6) 式可得 Paa = Pbb = 1, 将
(22) 式中的各系数与新型非正交耦合模方程的各
系数做比较,并结合 (7)式和 (11)式,可得变分法非
正交耦合模方程中与新型非正交耦合模方程中不

相同的系数为

Xab = Xba = X ≈ βa +βb

4ωµ0

∫∫
S
eae

∗
bds. (23)

因此,本文提出的新型非正交耦合模方程与传统的
变分法非正交耦合模方程的最大区别在于交叉功

率系数的不同,同时 K̄ab 和 K̄ba 的表达式中也包含

了交叉功率系数, 它们在两种方程中也是不同的,
而 M̄a, M̄b 在两种方程中是相同的. 特别地,当两个
波导同步时,即当 βa = βb 时,两种方程的各个系数

的差异将是微小的,由 (6)式和 (7)式可以看出,这

种微小的不同是可以忽略的. 也就是说, 当两个波

导同步时,新型非正交耦合模方程与传统的变分法

非正交耦合模方程是相同的,从而证明新型非正交

耦合模方程具有一定的准确性. 在实际应用中, βa

与 βb 之间的差异也是微小的, 否则两个波导之间

会因为失谐而无能量耦合,这进一步说明了两种方

程中交叉功率系数的差异是微小的.

5 耦合模方程的统一求解

正交耦合模方程和非正交耦合模方程的一般

表达式都包含了两个相互耦合的常微分方程,可以

用统一的方法进行求解. 将 (20) 式和 (21) 式中关

于 M̄a, M̄b, K̄ab, K̄ba 的表达式代入 (15)式可得到与

正交耦合模方程一般表达式 (8)式相同形式的表达

式:

d
dz

Aa

Ab


= − j

 1 Xab

Xba 1

−1βa + M̄a K̄ab

K̄ba βb + M̄b

Aa

Ab


= − j

βa +M′
a K′

ab

K′
ba βb +M′

b

Aa

Ab

 , (24)

其中

M′
a =

Ma −KbaXab

1−XabXba
,

K′
ab =

Kab −XabMb

1−XabXba
,

M′
b =

Mb −KabXba

1−XabXba
,

K′
ba =

Kba −XbaMa

1−XabXba
.

特别地, 在变分法非正交耦合模方程中满足

Xab = Xba = X , (24) 式已经包含了这种特殊情形.

下面的推导虽然针对 (24)式,但也适用于 (8)式,只

需将对应的耦合系数替换即可.令

Ai(z) = Âi(z)exp
(
−j

βa +M′
a +βb +M′

b
2

)
,

将上式代入 (24)式可得:

d
dz

Âa

Âb

=−j

−δ K′
ab

K′
ba δ

Âa

Âb

 , (25)
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其中 2δ = βb +M′
b −βa −M′

a, (25)式的解为 [7]Âa

Âb



=

cos(σz)+ j
δ
σ

sin(σz) −j
K′

ab

σ
sin(σz)

−j
K′

ba

σ
sin(σz) cos(σz)+ j

δ
σ

sin(σz)


×

Âa(0)

Âb(0)

 , (26)

其中 σ =
(
δ 2 +K′

abK′
ba
)1/2. 值得注意的是,上式包

含了在两个波导失配时 K′
ab ̸= K′

ba 的情况,而没有
将两者合并.

6 非对称耦合功率分析

假设在输入端只有波导 a 的模式被激发, 即
Âa(0) = 1, Âb(0) = 0, 由 (26)式可得两个波导中的
传输功率分别为

Paa(z) =
1
γa

[
cos2(σz)+

δ 2

σ2 sin2(σz)
]
, (27)

Pba(z) =
1
γa

K′2
ba

σ2 sin2(σz), (28)

γa = cos2(σz)+
δ 2 +K′2

ba

σ2 sin2(σz), (29)

其中 γa 的引入是为了在概念上满足能量守恒定律,
即 Paa(z)+Pba(z) ≡ 1, 如果只有波导 b的模式被激
发, 可以得到与 (27)—(29) 式类似的公式. 为了计
算的方便, 可以认为 σz = π/2 时达到最大耦合功
率,即耦合长度取 L = π/(2σ). 在奇数倍的耦合长
度处,可以得到最小自耦合功率和最大互耦合功率
分别为

Paa(L) =
δ 2

δ 2 +K′2
ba
, Pbb(L) =

δ 2

δ 2 +K′2
ab
, (30)

Pba(L) =
K′2

ba

δ 2 +K′2
ba
, Pab(L) =

K′2
ab

δ 2 +K′2
ab
. (31)

因为在两波导失配情况下 K′2
ba ̸= K′2

ab,所以从波导
a到波导 b的最大互耦合功率 Pba(L)不等于从波导
b到波导 a的最大互耦合功率 Pab(L),波导 a的最小
自耦合功率 Paa(L) 也不等于波导 b 的最小自耦合
功率 Pbb(L).
另一方面,如文献 [5]所述,耦合长度和耦合功

率也可由模式匹配原理精确计算得到. 数值计算的

结果表明,由各种耦合模方程得到的耦合长度和由

模式匹配原理得到的耦合长度基本相同,可以认为

两者相等. 由模式匹配原理得到的耦合功率为

P′
ii = (⟨i|e⟩⟨e|i⟩−⟨i|o⟩⟨o|i⟩)2 , (32)

P′
i j = (⟨i|e⟩⟨e| j⟩+ ⟨i|o⟩⟨o| j⟩)2 , (33)

其中 P′
ii表示最小自耦合功率, P′

i j (i, j = a, b且 i ̸= j)

表示最大互耦合功率, ⟨·|·⟩表示不同模式之间的交
叠积分, e 和 o 分别表示类对称模式和类反对称

模式. 因为 ⟨·|·⟩中的两个模式满足交换律,所以有

P′
ba(L) = P′

ab(L),即利用模场匹配原理得到的精确的

最大互耦合功率是相等的. 图 3 显示了由耦合模

方程得到的图 2 中的平板波导的最大互耦合功率

随 nb 的变化曲线,计算中的各参数分别取 na = 3.5,

nc = 3.2, da = db = 1 µm, s = 0.4 µm,波长取 1.5 µm,

图中的精确解是指由模式匹配原理得到的最大互

耦合功率.当 na = nb 时, Pba(L) = Pab(L),而由图可

得,随着 nb 的减小,两者之间的相对差异逐渐增大,

且 Pba(L) < Pab(L),这主要是由 K′2
ba 与 K′2

ab 之间的

相对差异逐渐增大造成的. 值得注意的是, 由正交

耦合模方程和非正交耦合模方程得到的耦合功率

相差不大,可以认为图 3及后文图形中给出的曲线

是所有这些方程的曲线.

由图 3 还可以看出, 最大互耦合功率的精确

解位于 Pba(L) 和 Pab(L) 之间, 这启发我们可以用

Pba(L)和 Pab(L)的平均数来近似精确解,图 4给出

了在 na 和 nb 的差异较大时, Pba(L)和 Pab(L)的几

何平均数或算术平均数的变化曲线,可以看出这两

种平均数都与精确解比较接近,但算术平均数的接

近程度更高.

图 3 非对称最大互耦合功率随 b波导折射率的变化
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图 4 非对称最大互耦合功率的几何平均数和算术平均数 (虚
线)

图 5 非对称最小自耦合功率随 b波导折射率的变化

幸运的是,由模式匹配原理得到的最小自耦合
功率也是非对称的,即 P′

aa(L) ̸= P′
bb(L). 如图 5所示,

当两波导失配较大时 (nb < 3.495),两波导自耦合系
数的差异已比较明显. 定义由两种方法得到的自耦
合系数的相对差异为

Er =
2(Pii −P′

ii)

Pii +P′
ii

. (34)

图 6给出了 Er 随 nb 的变化曲线,可以看出,当两波
导失配较大时 (nb < 3.49), Er 不超过 1%,且 a波导

的 Er 要显著小于 b波导的 Er, 因此由耦合模方程

的统一解得到的最小自耦合系数的准确性是可以

接受的.

图 6 最小自耦合功率与精确值的相对差异随 b波导折射率
的变化

7 结 论

本文提出了一种统一的非对称光波导横向耦

合模理论.在统一性方面: 给出了正交耦合模方程

和非正交耦合模方程的一般表达形式;分别补充和

修正了两种正交耦合模方程,且使其符合一般表达

形式; 推导出了一种新型非正交耦合模方程, 通过

将其与传统的变分法正交耦合模方程相比较证明

了其正确性;将两类耦合模方程进行了统一处理和

求解,得到了一种统一的解析解.在非对称性方面:

发现由耦合模方程的统一解析解得到的最小自耦

合功率和最大互耦合功率均具有非对称性;由模式

匹配原理得到的精确的最小自耦合功率具有非对

称性,而由其得到的精确的最大互耦合功率具有对

称性;精确的最大互耦合功率可用由耦合模方程的

统一解析解得到的两个最大互耦合功率的几何平

均数或算术平均数近似,在两个波导失配较严重时

两个精确的最小自耦合功率可分别用由耦合模方

程的统一解析解得到的两个最小自耦合功率近似.
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Abstract
Lateral coupled-mode theory of optical waveguide includes orthogonal coupled-mode theory and nonorthogonal coupled-mode

theory. However, the two kinds of coupled-mode theories do not have unified analytical solutions. And they both do not deal with the
asymmetric coupling power of unmatched-coupled waveguides deeply. On the one hand, a new kind of nonorthogonal coupled-mode
equation is derived from the Helmholtz wave equation in this paper. And both of the orthogonal coupled-mode equations and the
nonorthogonal coupled-mode equations are processed and solved uniformly. As a result, a unified solution is obtained. On the other
hand, the asymmetric coupling power of unmatched-coupled waveguides is studied in detail, based on the obtained solution. The
calculated results show that both of the maximum mutual-coupling power and the minimum self-coupling power can be approximated
by the unified solution.

Keywords: optical waveguide, coupled-mode theory, coupler, maximum coupling power

PACS: 42.79.Gn, 42.81.Qb, 42.82.Et DOI: 10.7498/aps.62.184213

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant Nos. 61275076, 61177069).

† Corresponding author. E-mail: lipei@bjtu.edu.cn

184213-7


