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颗粒尺寸分散度对颗粒体系力学和

几何结构特性的影响*
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利用颗粒离散元方法,研究了由 2048个光滑颗粒组成的体系在各向同性压缩条件下,颗粒尺寸分散度 s对颗粒

体系力学和几何结构特性的影响.结果表明: 配位数、剪切模量、静态结构因子以及取向序关联函数等都随分散

度的变化而变化,而力的累积分布不受分散度的影响.其中,单分散体系 (亦即 s = 0)的静态结构因子在低波数区域

(亦即低 k)遵从幂律标度 S(k) ∝ 0.2k−4/3,各分散度下取向序关联函数峰值符合 e指数变化规律 g6(r) ∝ ae−r/ξ6 ,其

中序关联长度 ξ6 随分散度 s增大而减小.
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1 引 言

近年来,无序材料的力学和几何结构特性受到

了较多关注. Silbert和 Silbert[1] 对比分析了三维无

摩擦和有摩擦颗粒体系的静态结构因子 S(k),发现

光滑颗粒体系在双对数坐标下 S(k)曲线在低 k 区

的线性行为,其斜率近似为 1. Xu和 Ching[2] 研究

了三维双分散光滑颗粒体系中, 发现静态结构因

子强烈的依赖颗粒粒径比,以前发现的低 k部分的

S(k)∼ k仅仅是颗粒的粒径比接近 1时的特殊情况.

与此同时, 关于二维体系力学和几何结构特

性的研究也取得了很大进展. Han 等 [3] 研究了二

维胶体晶体的取向序关联函数, 发现当处于 Hex-

atic 相 - 液相共存区时, 系统的取向序关联函数

g6(r) ∼ e−r/ξ6 , 且取向序关联长度 ξ6 随面密度 ρ
的变化规律与 Kosterlitz-Thouless-Halperin-Nelson-

Young理论的预测相符 [4]. Peng等 [5] 发现甚至当

二维胶体晶体融化到液相时, 取向序关联 g6(r)曲

线仍然以指数方式衰减.

近年来,关于二维体系结构因子的研究也取得

了很大进展. Meyer 等 [6] 发现在中间波矢区域二

维聚合物溶液结构因子随 k呈幂律标度 S(k) ∼ kν ,

且随着链长度 N 的增加, 幂律指数 ν 从 −2 变到

−3. Wen 等 [7] 发现二维颗粒链的静态结构因子

S(k)∼ k−2,与密集的聚合物溶液结构相似.

在本文中,我们用颗粒离散元法 (DEM)生成了

由 2048个二维圆形颗粒、边壁压强为 1000Pa的系

统,为了研究颗粒尺寸分散度 s对系统性质的影响,

每个分散度下随机生成 100个位形. 通过研究体系

的配位数、剪切模量、静态结构因子、取向序关

联、力的累积分布等物理量随尺寸分散度的变化

规律,进一步分析了体系的无序程度对二维颗粒体

系力学和几何结构特性造成的影响.

2 数值模拟

在 2 m×2 m的正方形盒子里,随机放置质量相
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等的 2048 个光滑圆盘颗粒, 采用了周期性边界条

件.为了研究粒径分散度 s对系统力学性质的影响,

颗粒半径在 d0

(
1− s

2

)
—d0

(
1+

s
2

)
范围内等概率

取值,其中 d0 = 0.01 m为颗粒的平均直径, s的取

值范围为 [0, 0.5]. 我们对每个粒径分散度随机生成

100 个压强为 1000 Pa 的位形, 本文所涉及的物理

量都是这 100 个位形的统计平均值. 文中, 颗粒与

颗粒相互作用为单边线性弹簧,即当颗粒 i和 j 间

距 ri j = ri −r j 小于它们的半径之和时存在相互作

用,其中 ri, r j 分别为颗粒 i和 j的位置矢量. 接触

力的法向分量由 Fni j = −knni j 给出,其中 kn 是法

向接触刚度, ni j = ri j/|ri j|. 在本文的模拟中, 颗粒

法向刚度系数为 1.0×106 N/m,切向刚度系数为 0,

不考虑重力.

具体产生位形的过程如下: 首先, 我们在盒子

中随机产生 2048 个粒径很小的多分散颗粒, 此时

颗粒间没有任何重叠,体系处于松弛状态. 然后,在

保持分散度固定的前提下使颗粒半径增大,直至体

系的体积分数达到 0.88. 最后, 利用半径减小的办

法卸载, 使得体系达到目标压强 1000 Pa. 其中, 位

形稳定的判据是经过 1000个循环前后系统的能量

差的比例小于 1.0×10−15.

3 结果与分析

3.1 配位数和剪切模量

配位数是某一颗粒与周围其他颗粒的接触数

目, 它是表征系统几何特征的重要物理量. 为了研

究尺寸分散度对系统几何特征的影响,我们分析了

平均配位数随尺寸分散度的变化规律,如图 1(a)中

所示. 当 s < 0.1时,平均配位数的值随分散度的增

加迅速减小;而当 s > 0.1时,体系中颗粒的平均配

位数趋于 4.1, 说明此时系统的尺寸无序程度对配

位数基本没有影响.

剪切模量是弹性材料承受 τ 剪应力与产生的
γ 剪应变的比值, 是表征颗粒物质抗剪切能力的

力学指标. 图 1(b) 是系统平均剪切模量随尺寸分

散度 s 的变化曲线. 可以看出, 平均剪切模量和平

均配位数随 s 的变化趋势一致. 图 1(c) 给出了平

均剪切模量随平均配位数随 s 的线性变化规律,

⟨Z⟩ = 3.5+3.3×10−5 ·G. 由图 1(a), (b), (c)可以看

出, s = 0.1可能是个分界点: 当体系的尺寸 s < 0.1

时, s越大 (系统越无序),系统的抗切应变能力越弱;

而当 s > 0.1时,系统的无序程度已经对其几何和力

学性质没有任何影响.

图 1 平均配位数 ⟨Z⟩,剪切模量 G随分散度 s的变化及二者
的线性关系 (a) ⟨Z⟩随 s的变化; (b) G随 s的变化; (c) ⟨Z⟩随
G的变化

3.2 静态结构因子

静态结构因子 S(k)是表征颗粒体系细观结构

的典型参量 [8−13],定义为

S(k) =
1
N

∣∣∣∣∣∑j
exp(ik ·r j)

∣∣∣∣∣
2

, (1)

由于采用了周期性边界条件, 波矢量 k 满足 k =
2π
L
(nxx̂+nyŷ+nzẑ), k的大小等于

2π
L

√
n2

x+n2
y+n2

z ,

其中 (nx,ny,nz=0, ±1, ±2, · · · )[1,14].

我们模拟了 s = 0, 0.001, 0.005, 0.008, 0.02, 0.1,

0.2, 0.3, 0.4 和 0.5 时的静态结构因子, 结果如图 2

所示. 可以看出,在高 k区域,尺寸分散度 s < 0.1的

S(k)曲线基本重合,并且在 k′ = 2kπ/L = 45, 80, 90

附近各出现一个尖锐峰. 随着 s增大,峰值趋于平

缓,而且在 k′ = 80和 k′ = 100附近这两个峰逐渐合
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并成一个平滑的峰. 在低 k区域 (k < 20),当 s > 0.1

时, S(k) 几乎不随 k 变化, S(k) 的值随着分散度的

增大而增加; 当 s 6 0.02时, 二维体系的 S(k)曲线

在 3 < k′ < 5区域遵从幂律标度, S(k)∼ k−4/3,如图

2插图所示. 这一点符合二维线性聚合物链体系中

在中间波矢范围的标度关系, S(k) ∼ k−1/υ ,与文献

[6, 7, 15]的结果类似,这暗示着二维单分散体系中

存在颗粒链结构.

图 2 静态结构因子 S(k)随 k 的变化, 插图为单分散体系下
S(k)曲线低 k部分数值拟合

为了研究维度对体系结构因子的影响,我们生

成了由 10000个球形颗粒组成、压强为 10−4 Pa的

三维单分散颗粒体系,并计算了其结构因子,如图 2

插图所示. 可以发现, 三维单分散体系的静态结构

因子在低 k 区域满足: S(k) ∼ k, 与文献 [1]中的结

论一致.造成二维和三维体系 S(k)在低 k区域不同

的原因可能是,在二维体系中更容易形成长程关联.

图 3为不同分散度下二维颗粒体系 S(k)的云

图. 可以看出,单分散体系 (即 s = 0)表现出晶体的

特征,其 S(k)呈三角格子排列;而 s = 0.1的体系则

表现出典型的多晶衍射图样的特征,衍射图形呈现

出明暗不均匀的同心圆环;随着粒径多分散度的增

大,图形中从中心开始的第二个圆环由正六边形演

变为圆形, 圆环的径向宽度也随之增加, 而且看不

到明显的点;当 s > 0.3时,同心圆环变得更宽且彼

此合并,其外围轮廓逐渐变得模糊,表明系统随着 s

的增大越来越无序;当 s = 0.5时,只能看到一个比

较清晰的圆环.

3.3 取向序关联

为了量化颗粒 i的取向序,引入键取向序参数

Ψ6i
[16]:

Ψ6i =
1
ni

ni

∑
j=1

e i6θi j , (2)

式中, ni 表示颗粒 i的最近邻颗粒的数目, θi j 表示

颗粒 i和其近邻颗粒 j 之间的极角. 为了进一步量

化取向序的空间关联,本文计算了颗粒体系的取向

序关联函数 g6(r)
[3,17,18],定义为

g6(r = |ri −r j|) =
⟨
ψ∗

6i(ri)ψ6 j(r j)
⟩
. (3)

图 3 不同分散度下静态结构因子 S(k)
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图 4 取向序关联 g6(r)随 r的变化及拟合参数 ξ6 随分散度 s
的变化规律 (a) g6(r)随 r 的变化; (b) ξ6 随 s的变化;实线为
ξ6 ∝ 14.2e−s/0.2

图 4(a) 给出了不同分散度下的取向序关联
函数 g6(r). 由图 4(a) 可知, 取向序关联函数呈现
随着 r 的增大幅值逐渐减小的振荡行为. 其中,
g6(r) 的极小可能与颗粒没有占据晶格的位置有
关, 而 g6(r) 振荡衰减的长度范围则对应取向关
联的长度. 为了得到取向序关联长度, 我们对曲线
进行了 e 指数拟合, 如图 4(a) 所示. 虚线为拟合
曲线: g6(r) ∝ ae−r/ξ6 ,其中 ξ6 是序关联长度.由图
4(a) 可知, s > 0.1 的 g6(r) 曲线均呈 e 指数衰减,
表明 s > 0.1 的颗粒体系表现出与液体类似的短
程序 [3,19]. 图 4(b)给出了序关联长度随分散度变化
的曲线,显然,随着 s的增加序关联长度近似以 e指
数规律衰减,如图 4(b)中的实线所示. 总之,随着粒
径分散度 s增大, ξ6 减小, 而且减小的幅度越来越
慢,变化比较连续.说明随着粒径多分散度 s从 0.1
到 0.5,体系越来越无序,而且它的变化并不是一个
突变,而是一个结构连续变化的过程. 此时,体系无
序程度对颗粒间取向序关联的影响比较明显.

3.4 力的累积分布

在静态颗粒排布中,颗粒间接触力形成高度各
向异性的力网络,其基本特征可以用接触力的概率
密度函数 p( f ) 表征, 其中 f = F/⟨F⟩ 为归一化力.
近年来, 大量的实验和模拟关注大 f 处 p( f ) 的分
布,由于实验上的困难,对于小 f 处 p( f )分布的研
究还不是很多 [20]. 我们计算了不同分散度下颗粒
体系中的力累积分布 G( f ), G( f ) = ∫ f

0 P( f ′)d f ′. 从
图 5可以看出,当 f < 2时,随着 f 的增大, G( f )值
也增大;当 f > 2后, G( f )趋近于 1. 而且,不同分散
度下的 G( f )曲线几乎重合, 暗示系统的无序程度
对力累积分布几乎没有影响.

图 5 力的累积分布 G( f )随 f 的变化

4 结 论

采用颗粒离散元方法生成了具有不同尺寸分

散度的二维颗粒体系, 进一步研究了尺寸分散度
对体系力学和几何结构特征的影响, 得到如下结
论: 1)二维颗粒体系,平均配位数和平均剪切模量
随着 s的增大而减小;当 s > 0.1时,二者都基本保
持为定值, 说明随着 s 的增大, 体系的无序程度增
加; 2) 当分散度 s 6 0.02 时, 静态结构因子低 k 部
分的曲线基本重合; 当 s > 0.1 时, 随着 s 的增大,
S(k) 的值也均匀增加, 尤其是 s = 0 时, 二维颗粒
体系 S(k)的低 k区域行为与聚合物颗粒链的类似,
S(k)∼ k−1/υ(υ = 3/4),这一点不同于三维单分散颗
粒体系 (其 S(k)曲线低 k部分斜率近似等于 1),暗
示二维单分散颗粒体系 (包括分散度较小的体系)
结构上与颗粒链相似; 3)不同分散度下, 取向序关
联函数 g6(r) 曲线的峰值均满足 e 指数关系, 序关
联长度 ξ6 也随尺寸分散度的增大而减小; 4)力的
累积分布 G( f )不随尺寸分散度的变化而变化, 说
明它基本不受系统无序程度的影响.
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Abstract
In this paper, the multi-disperse systems composed of 2048 frictionless particles with different size polydispersities are simulated

by using the distinct element method, and effects of size polydispersity on mechanical and geometrical properties of these systems are
studied under isotropic confining. The result shows that changing polydispersity can qualitatively affect the coordination number, shear
modulus, static structure factor and orientational order correlation function, but it does not influence the cumulative force distribution.
At small wave number k, static structure factor of mono-disperse systems shows the power scaling law S(k) ∝ 0.2k−4/3. Moreover, the
peak of orientational order correlation function exhibits an exponent scaling law g6(r) ∝ ae−r/ξ6 , and the scaling exponent ξ6 decreases
with polydispersity increasing.
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