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非高斯噪声驱动下一维双稳系统的逻辑操作*
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本文以成功率作为逻辑随机共振的测度,主要研究了非高斯噪声激励下一维双稳系统的逻辑随机共振现象,并

用平均首次通过时间的方法对此现象的机理进行了解释. 研究结果表明: 只有在适当的噪声强度带或关联时间带上,

成功率才会达到共振峰值.通过对系统参数进行优化,提高了系统实现逻辑操作的可靠性.
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1 引 言

随机共振作为非线性动力学中普遍存在的一

种自然现象,其概念是于 1981年由 Benzi等 [1] 提

出的,对古气象学中出现的冰川期和暖气候期交替
出现的现象进行了解释. 随机共振现象是通过非
线性系统、弱驱动信号和噪声三者之间的相互作

用, 适量的噪声对信号起到增强的作用. 它被广泛
应用在神经元 [2]、电路 [3]、光学 [4] 等非线性系统

中, 证实了噪声有利的一面. 例如 Manjarrez 等人
于 2002年对脑电波弱信号响应的研究 [5], 2004年
Sonya等人对鳌虾尾部光感受器的研究 [6], 2006年
Yee-Joon 等人对人眼同时观察两幅不同图像的反
应 [7] 的研究,秦等人 [8] 对模拟电路实验的研究,及
McNamara[9] 和 Vernuri[10] 等在双向环形激光器中

的实验中等的研究中都观察到了随机共振现象的

存在.
近年来,鉴于计算设备尺寸纳米尺度化的趋势,

导致了噪声对计算性能的严重影响.受随机共振理
论的启发,通过控制非线性系统构造非线性逻辑门
的思路成为研究者的关注热点,发现声在逻辑计算
中起到了积极作用. 于是将随机共振用于逻辑计
算, Murali等人在 2009年提出了逻辑随机共振的概
念 [11], 提出利用两个逻辑方波信号叠加作为驱动

信号, 通过一个非线性系统能够实现逻辑操作. 随
后逻辑随机共振涉及到了多种领域中诸如纳米力

学系统 [12]、光学系统 [13]、生物系统 [14]等.
当前,逻辑随机共振这一新思想逐渐成为人们

的研究热点. 传统的随机共振的研究大多局限于
输入信号为周期性激励的信号,噪声为高斯噪声的
情形,通常采用输出信噪比来度量随机共振的可靠
性 [15,16], 并在某个适当的噪声点上获得信噪比的
峰值. 但在现实生活中, 一个系统所感受的外界激
励并非是周期性的, 另外, 高斯噪声是一种理想化
噪声, 这与实际不符已为人们所认识. 因此本文基
于一维双稳的系统模型,研究逻辑方波信号和非高
斯噪声激励下的逻辑随机共振现象,从平均首次通
过时间的角度对系统的输出响应做出了合理的解

释. 区别于传统的随机共振的测度指标,逻辑随机
共振采用逻辑输出成功率的方法来度量系统获得

正确逻辑操作的可靠性,在适当的噪声强度带或者
关联时间带上实现成功率的峰值.并进一步分析讨
论了系统参数和非高斯噪声参数对逻辑输出成功

率的影响.

2 一维双稳系统及平均首次通过时间

考虑一个非高斯噪声驱动下的具有一个三级

方波信号作为输入信号的一维双稳系统, 如下式
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表示:

ẋ = x(a− x)(x−1)− b
γ

x+ I(t)+η(t), (1)

上式的系统模型是简化一维的 FHN神经元模型[17].
其中, a反映的是系统的快变程度,代表快变的膜电
压变量, γ , b均为正常数,其中 b反映的是慢变量对

系统的影响, I(t)是外部输入电流. 由 (1)式可以得
出确定性方程的势函数

U(x) =
1
4

x4 − a+1
3

x3 +
aγ +b

2γ
x2, (2)

令 U̇(x) = 0, 当参数满足
b
γ
<

(
a−1

2

)2

时, (2)

式的势函数有两个稳定不动点 x1 = 0, x2 =
a+1+

√
(a−1)2 −4b/γ

2
, 其中 x1, x2 分别代表细

胞神经元处于静息状态和激发状态. 势函数的一个

不稳定点为 xu =
a+1−

√
(a−1)2 −4b/γ

2
. 对于 (1)

式中的噪声项 η(t)为非高斯噪声,其满足

η̇ =− 1
τ

d
dη

Vp(η)+

√
2D
τ

ξ (t), (3a)

Vp(η) =
D

τ(p−1)
ln
(

1+
τ
D
(p−1)

η2

2

)
, (3b)

ξ (t)是标准的高斯白噪声, 具有零均值 ⟨ξ (t)⟩ = 0
和关联函数 ⟨ξ (t1)ξ (t2)⟩= 2Dδ (t1 − t2),其噪声强度
为 D. (3) 式中的 p 为偏离参数, 表示非高斯噪声
η(t)偏离高斯分布的程度, τ 是非高斯噪声的关联
时间. 另外,非高斯噪声 [18]的统计性质为

⟨η(t)⟩=0, (4a)

⟨η2(t)⟩=


2D

τ(5−3p)
, p ∈

(
−∞,

5
3

)
,

∞, p ∈
(

5
3
,3
)
.

(4b)

利用路径积分法 [19]可知,当 |p−1|<< 1时,有:

1
τ

d
dη

Vp(η)≈ η
τ1
, (5a)

τ1 =
2(2− p)
(5−3p)

τ. (5b)

将 (5)式代入 (3)式,则可以把 (1)式简化为

dη(t)
dt

=− η
τ1

+
ξ1(t)

τ1
, (6)

其中 ξ1(t) 是高斯白噪声, 均值为 0, 关联函数⟨
ξ1(t1)ξ1(t2)

⟩
= 2D1δ (t1 − t2), D1 =

(
2(2− p)
5−3p

)2

D,

即应用上述路径积分法将噪声强度为 D,关联时间

为 τ 的非高斯噪声近似的转化为噪声强度为 D1,
关联时间为 τ1 的高斯色噪声. 利用统一色噪声近
似法 [20] 可以得出 (1)式对应的近似 FPK方程的表
达式

∂P(x, t)
∂ t

=− ∂
∂x

A(x)P(x, t)

+
∂ 2

∂x2 B(x)P(x, t), (7a)

A(x) =
x(a− x)(x−1)− b

γ
x+ I(t)

1+2τ1x2 − τ1(a+1)x+
I(t)

x
τ1

+
√

B(x)
(√

B(x)
)′
, (7b)

B(x) =
D1x2(

1+2τ1x2 − τ1(a+1)x+
I(t)

x
τ1

)2 .

(7c)

从而求得定态概率密度函数 [21]为

P(x) =
N√
B(x)

exp
{
− Ũ(x)

D

}
, (8a)

Ũ(x) =−
∫ [
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γ

x+ I(t)
]

×
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2

[
1+2τ1a+ τ1(a+1)2 +

2τ1b
γ

]
x2

−
[
(a+1)(1+ τ1a)+ τ1I(t)

+
τ1b(a+1)

γ

]
x+ lnx

(
a+
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− 1

x

(
τ1I(t)a+

τ1bI(t)
γ

− I(t)
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+
1
x2 ·

I2(t)τ1

2
. (8b)

这里 N 为归一化常数, Ũ(x) 为广义势函数.
I(t) = I1(t)+ I2(t), I1(t), I2(t)分别为非周期的两个
逻辑方波信号.不失一般性, 当 I1,2(t)取值为 −0.3
时, 则认为逻辑值为 0, 取值为 0.3 时则认为逻辑
值为 1,故可能有四种不同的逻辑输入组合 (I1, I2):
(0,0), (0,1), (1,0), (1,1). 由于 (0,1)和 (1,0)有相同的
I 值,因而四种不同的逻辑输入组合简化为三种,即
I(t)是一个非周期的三级方波信号.另外,由 (8)式
可知系统的平均首次通过时间 [22]的表达式为

T =
∫

P(x)dx. (9)
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3 逻辑随机共振的工作原理

逻辑输入 I(t) 的逻辑值的选取在上述已经做
了详细的阐述,而对于逻辑输出的取值取决于系统
所在的状态,认为当系统位于左势阱时取其逻辑输
出 0,位于右势阱时取逻辑 1. 将逻辑输入与逻辑输
出与逻辑真值表 1对照,可判断系统所实现的逻辑
操作 [23].

表 1 逻辑关系真值表

(I1, I2) OR NOR AND NAND

(0,0) 0 1 0 1

(0,1)/(1,0) 1 0 0 1

(1,1) 1 0 1 0

对系统 (1)设定一组参数: a = 0.5, b = 0, γ = 1,
p = 0.5, D = 0.01, I =−0.6,0,0.6. 可以得到系统 (1)
这个双稳态系统的输入输出流见图 1. 将系统的逻
辑输入输出与逻辑真值表 1对照,可以发现在噪声
关联时间 τ = 0.01时系统实现了逻辑 OR操作,而
当 τ = 0.008 和 τ = 0.03 时, 系统输出状态没有实
现任何一种逻辑操作. 另外, 从图中可以观察到输
入信号 I = −0.6和 0.6时,随着非高斯噪声关联时
间 τ 的增大,系统输出状态没有发生在两个势阱间
跳跃的情形, 而是始终稳定在各自的阱内. 对于输
入信号 I = 0, 当非高斯噪声的关联时间 τ 较小时,
系统输出状态极其不稳定,会在两个势阱间不断跳
跃; 当关联时间 τ 较大时, 系统输出状态大多停留
在左势阱, 说明此时也发生了势阱间逃逸的现象,
只在噪声关联时间适当时不发生逃逸. 因而当非高
斯噪声的关联时间较大和较小时,系统都不能实现
任何一种逻辑操作, 只有当噪声关联时间适当时,
系统才实现了正确的逻辑操作,产生了清晰的逻辑
输出流.
就上述图 1 中的在不同噪声关联时间 τ 下的

逻辑输出流,可以从平均首次通过时间的角度进行
解释. 根据 (9)式可以做出图 2所示的正向平均首
次通过时间在不同输入信号下随非高斯噪声关联

时间变化的曲线,从图中观察到在三种不同的输入
信号下,平均首次通过时间随着关联时间的增大呈
现了非单调的变化, 先增大后减小. 然而对于信号
为 −0.6和 0.6的情形,平均首次通过时间的值都相
对较大, 因而不可能发生逃逸, 故在这两种信号下
系统的输出粒子始终都稳定的停留在各自的阱内;
而对于信号为 0的情形,平均首次通过时间在关联
时间较小和较大时, 其值都偏小, 即能够发生两个

势阱间的穿越, 在适当的关联时间时, 平均首次通

过时间的值较大,因而此时不能发生阱间跳跃现象.

通过分析,可以得知只有在适当的关联时间带上才

能实现正确的逻辑操作.

图 1 对于逻辑 OR操作,系统 (1)的逻辑输出流 (实线)与逻辑
输入流 (虚线)(其中系统 (1)参数为 a = 0.5, b = 0, γ = 1, p = 0.5,
D = 0.01, I = −0.6,0,0.6. τ 为噪声关联时间) (a)τ = 0.008;
(b)τ = 0.01; (c)τ = 0.03

更进一步的,为了度量获得正确逻辑操作的可

靠性,引入逻辑输出成功率 [24,25] 作为测度,其表达
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式为

P(logic) =
成功的驱动轮数

驱动系统的总的轮数
. (10)

由上式知,正确逻辑输出成功率 P(logic)是成功的
驱动轮数与驱动系统总的轮数的比值.判断一轮驱
动成功的具体步骤如下: 向系统输入四个可能的逻
辑输入集合 (I1, I2): (0,0), (0,1), (1,0), (1,1)的一个随
机排列,其中的每个输入集 (如 (0,0))驱动系统需要
一段时间, 对这个时间内的系统输出进行采样, 将
系统输出与输入对照逻辑关系真值表来检验逻辑

关系的正确概率, 如正确率近似等于 1, 则认为这
个逻辑输入集合下获得了正确的逻辑输出.类似地,
对其他三个输入集进行正确率的计算,当此轮中的
四个逻辑输入集合下都获得了近似于 1的正确率,
则认为此轮驱动成功. 用此方法将系统驱动多轮,
统计成功驱动的轮数,从而可以求得逻辑输出的成
功率 P(logic).

图 2 平均首次通过时间作为非高斯噪声关联时间的函数在不

同输入信号下的变化图 (系统 (1)参数同图 1为 a = 0.5, b = 0,
γ = 1, p = 0.5, D = 0.01)

4 非高斯噪声各因素及系统参数对逻
辑成功率的影响

根据 (10) 式, 讨论非高斯噪声的关联时间 τ、
噪声强度 D及偏离参数 p、系统参数 b对逻辑输

出成功率的影响.
对系统 (1) 设定参数 a = 0.5, b = 0, γ = 1,

p = 0.5,图 3给出了逻辑输出成功率 P(OR)作为非
高斯噪声强度 D的函数随不同的关联时间 τ 变化
的曲线.从图中可以观察到固定关联时间 τ 时, 系
统的逻辑成功率随着噪声强度的增大呈现了非单

调的变化, 先增大后减小, 在适当的噪声强度带上
时,逻辑成功率达到了峰值,即 P(OR)≈ 1. 此外,随

着噪声关联时间 τ 从 0.01增大到 0.1,逻辑成功率

的共振峰值右移且其所对应的噪声强度带逐渐变

宽. 图 4给出了逻辑成功率 P(OR)作为非高斯噪声

的关联时间 τ 的函数随不同的噪声强度 D变化的

曲线.当固定噪声强度 D时,随着关联时间 τ 的增
大,逻辑成功率 P(OR)出现了共振峰值.且发现随

着噪声强度 D从 0.01增大到 0.5,共振峰值右移,峰

值所对应的关联时间带变宽.

图 3 逻辑成功率 P(OR)在不同的关联时间 τ 下随着噪声强
度 D的变化图 (系统 (1)的参数: a = 0.5, b = 0, γ = 1, p = 0.5)

图 4 逻辑成功率 P(OR)在不同的噪声强度 D下随着关联时
间 τ 的变化图 (系统 (1)的参数: a = 0.5, b = 0, γ = 1, p = 0.5)

图 5给出了系统参数为 a = 0.5, γ = 1, p = 0.5,

D = 1时的逻辑成功率 P(OR)作为关联时间 τ 的函
数随不同的系统参数 b变化的曲线.从图中可以观

察到固定系统参数 b时,系统的逻辑成功率 P(OR)

随着关联时间 τ 的增大先增大后减小,在适当的关

联时间带上时, 逻辑成功率 P(OR) 达到了共振峰

值. 且发现随着系统参数 b 从 −0.1 增大到 0.1, 逻

辑成功率 P(OR)的共振峰值左移且其所对应的关

联时间带逐渐变窄.
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图 5 逻辑成功率 P(OR)在不同的系统参数 b下随着关联时
间 τ 的变化图 (系统 (1)的参数: a = 0.5, γ = 1, p = 0.5, D = 1)

图 6 逻辑成功率 P(OR)在不同的偏离参数 p下随着关联时
间 τ 的变化图 (系统 (1)的参数: a = 0.5, b = 0, γ = 1, D = 0.1)

图 6 给出了系统参数为 a = 0.5, b = 0, γ = 1,
D = 0.1时的逻辑成功率 P(OR)作为关联时间 τ 的
函数随不同的偏离参数 p 变化的曲线. 从图中可

以观察到固定偏离参数 p 时, 系统的逻辑成功率

P(OR)随着关联时间 τ 的增大先增大后减小,在适

当的关联时间带上时,逻辑成功率 P(OR)达到了共

振峰值.且发现随着偏离参数 p从 0.5增大到 1.5,

逻辑成功率 P(OR)的共振峰值左移且其所对应的

关联时间带逐渐变窄.

5 结 论

本文主要研究了非高斯噪声激励下的一维双

稳系统的逻辑随机共振现象.从平均首次通过时间

的角度,对这一系统在不同的非高斯噪声关联时间

下的系统输出响应进行了合理的解释. 并通过将系

统的输出及逻辑输入对照逻辑真值表的方法得知

系统所实现的逻辑操作. 另外, 利用成功率作为逻

辑随机共振现象的测度,分析讨论了非高斯噪声的

关联时间、噪声强度、系统参数 b 及偏离参数 p

对成功率的影响.研究结果表明: 非高斯噪声激励

下的一维双稳系统中的逻辑随机共振现象的存在

不仅仅局限于周期信号,在非周期的三级方波信号

下也同样存在. 此外, 适当优化非高斯噪声各因素

及系统参数可以提高系统实现逻辑操作的可靠性.

具体地,参数变化对成功率的影响出现了两类结果:

第一是随着非高斯噪声关联时间和噪声强度的增

大,成功率的共振峰值出现了右移且共振峰值区域

变宽的趋势;第二类是随着系统参数 b和偏离参数

p的增大,成功率的共振峰值出现了左移且其区域

变窄的趋势．
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Abstract
Using success probability as a measure of logical stochastic resonance, we mainly studied the phenomenon of logical stochastic

resonance (LSR) in a one-dimensional bistable system induced by non-Gaussian noise in this paper. And we explained the cause of
this phenomenon via the method of the mean first-passage time. Results show that the resonance peak of the success probability can
be achieved only when in an appropriate range of noise intensity or correlation time. Through an optimization of system parameters,
we have improved the reliability of realizing logic operation in the system.
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