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二维势场中弹性耦合粒子的定向输运研究*
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建立了二维势场中弹性耦合粒子的输运模型,其中一维上加交流驱动及噪声,另一维上不加驱动及噪声,分析

讨论了过阻尼情形下系统和外部参量对定向流的影响.结果表明,粒子可以通过相互耦合使一个方向上输入的驱动

能量转化到垂直方向上,从而使无能量输入的方向产生定向流. 适当的弹簧自由长度及耦合强度可以使定向流达

到极值,特别是当耦合强度及噪声强度固定时,定向流会随弹簧自由长度的变化而振荡,出现多峰现象.研究还发

现,定向流随噪声强度的变化出现随机共振现象.当产生定向流方向上的势的不对称度达到一定程度时会出现流反

转现象.
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1 引 言

定向输运现象普遍存在于物理、生物等众多

领域中, 包括物质、能量的定向输运. 其中生物领
域中物质的定向输运非常普遍,如分子马达的定向
输运 [1−3];而物理学中的能量的定向输运有热能的
定向输运、随机共振 [4]等. 研究定向输运机理可以
帮助人们理解物质、能量的输运机理,从而从新的
角度去认识和利用这一机理. 有关定向输运问题的
研究已成为物理学、生物学等学科共同关注的热

点问题之一 [5,6].
以往对定向输运的研究大多集中在对单个粒

子的输运机理进行分析, 这方面已取得了许多成
果 [7−9]. 但是在许多情况下, 粒子之间的相互耦合
不可避免, 这种耦合甚至起着决定性的作用. 如生
物体内物质的长距离输运就必须通过多个分子马

达耦合在一起, 相互合作才能完成 [10−12]. 所以研
究耦合粒子的定向输运机理意义重大.目前此方面
的研究大多集中在一维问题上 [13−15] ,但多维情况

更具普遍性, 所以有必要研究其多维定向输运问
题.目前对多维问题的研究主要集中在二维问题上.
为了让系统偏离平衡态,以往的模型在所要关注的
产生定向流的方向上或者加噪声 [16,17], 或者加驱
动 [18] ,或者让外势随时间周期变化等 [19]. 最近,有
文献研究了二维势场 (其中一维上加交流驱动,另
一维上不加驱动)中确定性马达的合作定向输运行
为, 并提出了一种新的输运机理, 即马达可以通过
合作使一维上的输入能量转化到另一维上做功,从
而使另一维上产生定向流 [20]. 如果在垂直于定向
流产生方向上加上驱动及噪声,系统会有什么样的
行为?噪声对系统定向流起什么作用? 系统自身和
外部参量对定向流会产生什么样的影响?
本文研究二维势场中弹性耦合粒子的定向输

运机理. 其中一个方向上加交流驱动及噪声 (即此
方向有能量输入),另一垂直方向上无外加驱动,研
究无外加驱动的方向上是否可以产生定向流? 及系
统和外部参量对定向流产生什么影响?我们的结果
与文献 [20]所得结果类似,验证了本文所建的模型
中,粒子通过耦合同样可以将一个方向上的输入能
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量转化到垂直方向上,从而使无能量输入的方向上
产生定向流. 但本文所建模型在某些方面表现出更
为丰富的输运行为,如当耦合强度或噪声强度固定
时, 定向流随弹簧自由长度的变化出现振荡, 从而
产生多个峰值;定向流随噪声强度的变化出现随机
共振现象;当产生定向流方向上的势的不对称度达
到一定程度时会出现流反转现象等.

2 理论模型

二维势场 U(x,y) 中, 过阻尼情况下的 N 个弹

性耦合粒子满足以下运动方程:

γ ẋi +
∂U
∂xi

+
∂Uint

∂xi
= 0, (1a)

γ ẏi +
∂U
∂yi

+
∂Uint

∂yi
= Fi(t)+ξi(t), (1b)

这里,第 i个粒子 t 时刻的位置可以表示为 ri(t) =

(xi(t),yi(t)), γ 为阻尼系数. 二维势场 U(x,y) =

Ux(x)+Uy(y), 其中 Ux(x) 为周期性棘齿势 (图 1),
其空间周期为 L,高度为 d, b的大小可表征棘齿势

的不对称度. Uy(y)取抛物势. Ux(x)和Uy(y)可分别

表示为

Ux(x) =


d
b
(x−nL), nL 6 x < nL+b,

− d
L−b

[x− (n+1)L], nL+b 6 x < (n+1)Ll,

(n = 0,1,2, · · ·), (2a)

Uy(y) =
1
2

ωyy2. (2b)

粒子耦合系统所处的二维势场示意图如图 2
所示.

Uint 为粒子之间的相互作用势, 我们考虑最简
单的两个粒子弹性耦合的情况,则

Uint =
1
2

k[∥r2 −r1∥−a]2, (3)

其中 k 为弹簧的弹性系数, 即粒子的耦合强度, a

为弹簧的自由长度. y方向所加驱动为周期性交流

驱动

Fi(t) = Ai cos(ωit +ϕi), (4)

其中 Ai 为驱动振幅, ωi 为驱动频率, ϕi 为驱动初

相位.
ξi(t)为高斯白噪声,满足下面条件:

⟨ξi(t)⟩= 0,

⟨ξi(t)ξ j(t ′)⟩= 2Dδi jδ (t − t ′), (5)

其中 D为噪声强度.
定义 x方向的定向流为

J = lim
T→∞

1
NT

∫ T

0

N

∑
i=1

ẋi dt, (6)

其中 N 为粒子数, T 为时间.
众所周知, 热力学第二定律决定: 处于热力学

平衡态的系统不可能有定向运动产生. 为了产生定
向流, 必须要打破系统的热力学平衡, 通常的做法

是在产生定向流的方向上加噪声, 或者加驱动, 或
者令势场随时间变化. 我们的做法是在一维上 (y方
向) 加交流驱动及噪声, 另一垂直维上 (x 方向) 不
加这两者, 考察系统能否出现定向流. 对于这种情
况,如果是单粒子,不可能产生定向流,因为 y方向

抛物势的作用使得它只能被束缚在 x 方向上势阱

底部并沿着 y方向作周期振荡. 如果粒子之间存在
耦合会是如何呢?

x

Ux↼x↽

d

b
L

图 1 周期棘齿势示意图
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图 2 粒子耦合系统处于二维势场示意图
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3 数值模拟

采用四阶随机 Runge-Kutta 算法求解随机微
分方程 (1). 计算中取时间步长 ∆t = 0.01, 共演化
5× 106 步, 且为了模拟更精确, 取系统演化 10000
步时的值作为初值. 此外, 取粒子数 N = 2, 阻尼
系数标度为 γ = 1.0. 棘齿势周期 L = 1, 势高度
d = 1. 交流驱动幅度 A1 = 0.1, A2 = 0.2, 驱动频率
ω1 = 0.025, ω2 = 0.035,驱动相位差 ϕ1 −ϕ2 = π(即
F1(t) =−F2(t)).
图 3显示了在合适的参数选择下,粒子位移的

时间演化. 可以看出,两个粒子在 x方向上的位移

均随时间增大, 并且由于耦合作用, 两粒子同步前
进,说明有定向流产生. y方向上的位移随时间在平

衡位置附近振荡, 平均位移为零. 这说明本文所建
模型可以产生定向流,且粒子通过耦合可以将一个
方向的输入能量转化到无能量输入的垂直方向上.

     
↩















x
↪ 
y

t

 x1
 y1

 x2
 y2

图 3 粒子位移随时间的演化 (参数取值: b = 0.9, k = 1.5,
a = 6.0, D = 2.0, ωy = 0.2)

图 4(a), (b)和 (c)分别是不同耦合强度、不同
噪声强度和不同 y 方向势参数下系统定向流随弹

簧自由长度的变化关系. 可以看到, 系统要想产生
定向流, 弹簧的自由长度必须达到一定值, 即自由
长度需要一个阈值.产生这种现象的原因来自于耦
合的空间尺度 (自由长度)与棘齿势场空间周期的
竞争, 如果自由长度比较小, 耦合系统就无法完成
与外力配合而产生沿棘齿势方向跨越势垒的定向

运动.此外,还可看到,定向流随弹簧自由长度的增
加而振荡 [21],出现一系列的峰值,且每两个峰值之
间所对应的自由长度恰好为棘齿势周期的整数倍.
振荡的原因同样来自于上述两个空间尺度的竞争

效应,空间尺度的匹配可以产生最大定向流. 从图
中还可看出, 弹簧自由长度较小时, 定向流随自由
长度的增加而增大,这一点对应于生物分子马达而

言就是 “长腿效应”[22,23],也就是腿长跑的更快. 如

具有更长颈部的肌球蛋白, 其步长更大, 沿轨道移

动得也更快. 但定向流不能随自由长度的增加无限

增大, 当自由长度增大到一定程度后, 定向流会下

降直到零.

图 4 定向流随弹簧自由长度的变化关系 (参数取值: b = 0.9)
(a)耦合强度不同 D = 7.0, ωy = 0.2; (b)噪声强度不同 k = 5.0,
ωy = 0.2; (c) y方向势参数不同. k = 5.0, D = 7.0

图 5 给出了系统定向流随粒子耦合强度的变

化曲线.可以看出,耦合强度很弱时,两粒子可看成

相互独立,它们各自只能被束缚在 x方向上势阱底

部并沿着 y 方向作周期振荡, 系统无定向流产生.

耦合很强时, 两粒子之间可以看成硬杆连接, 它们

在棘齿势中的协调性也会大大降低,定向流也很小.
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所以,合适的耦合强度可以增强两粒子之间的协调
性,从而产生最大定向流.
噪声强度反映了外部涨落对系统定向流的影

响程度.噪声较小时,噪声对定向流有增强作用;当
噪声较大时, 噪声的作用远远大于棘齿势的作用,
定向流的产生受到严重限制.这正反应了定向流随
噪声强度变化的随机共振行为 [24],如图 6所示.

图 5 定向流随耦合强度的变化关系.参数取值: b=0.9, a=6.0,
ωy=0.2

图 6 定向流随噪声强度的变化关系 (参数取值: b = 0.9,
ωy = 0.2) (a)耦合强度不同. a = 6.0; (b)自由长度不同. k = 1.5

为了考察 x方向棘齿势的不对称度及 y方向势
参数 ωy 是否对定向流产生影响, 我们定义 x 方向
棘齿势的不对称度为 χ = log[b/(L−b)]. 图 7显示

了定向流随棘齿势不对称度的变化关系.当 χ = 0
时, 即 b = L/2, 系统的定向流为零, 这就暗示了定
向流的产生必须要求棘齿势不对称,即空间对称破
缺. 在 χ = 0的两侧,定向流随 χ 的变化趋势相同.
此外, 还可看出, 当棘齿势的不对称度达到一定程
度时会出现流反转现象.图 8为定向流随 y方向势
参数 ωy 的变化曲线. ωy 的大小直接影响了弹簧的

形变量. ωy 越大,弹簧在 y方向的束缚越大,其形变
量就越小,弹簧的弹性力在 x方向上的分量就越小,
定向流就越小. 这与图 4(c)所说明的结果一致.当
ωy 达到一定值时, 导致弹簧无法发生足够大的形
变, 粒子将很难克服棘齿势场的作用向前运动, 因
而系统无法实现定向运动.

图 7 定向流随棘齿势不对称度的变化关系 (参数取值: k = 1.5,
ωy = 0.2, D = 7.0)

图 8 定向流随 y方向势参数的变化关系 (参数取值: b = 0.9,
k = 1.5, D = 7.0)

4 结 论

针对目前建立的耦合粒子的二维定向输运模

型大都将驱动或噪声加在产生定向流方向上的情

况,本文所建模型将驱动及噪声加在垂直于定向流
方向上, 研究了系统及外部参量对定向流的影响.
得到如下结论: 1)粒子通过耦合可以将一个方向上
的输入能量转化到垂直方向上,从而使无能量输入
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的方向上产生定向流; 2)定向流随弹簧自由长度的
变化产生振荡, 出现多峰现象;且适当的弹簧自由
长度下可产生最大定向流; 3)定向流对粒子的耦合
强度也具有选择性,且定向流随噪声强度的变化出

现随机共振现象; 4)棘齿势不对称度及 y方向势参

数均可对定向流产生明显影响.当棘齿势不对称度
达到某一程度时可发生流反转现象,而当 y方向势

参数太大时可严重限制定向流的产生.
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Abstract
A transport model of elastically coupled particles in a two-dimensional potential is investigated. Here, we propose that one

dimension of the model is exerted by an AC drive and an external noise, and the other dimension by neither AC drive nor external
noise. The effects of system and external parameters on the directed current under an overdamped case are discussed. The studies
show that particles can transfer energy from one direction to its perpendicular direction through coupling, thereby producing a directed
current. There is an optimal value of the spring free length or the coupling intensity at which the directed current can reach a maximum.
For a fixed coupling intensity or noise intensity, the directed current will oscillate as the free length of spring varies, that is, multiple
peaks appear. Moreover, a stochastic resonance appears in the directed current as noise intensity varies. Finally, when the degree of
asymmetry of the ratchet potential achieves a maximum value, the current reversion takes place.

Keywords: elastic coupling, directed transport, stochastic resonance, current reversion
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