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一个跃变电路切换系统的振荡行为及分岔机理分析*
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本文研究两个非线性电路系统通过开关组成的时间切换系统的复杂振荡行为及其产生机理. 利用开环运算放

大器放大倍数为极大值的特性,即运算放大器总是处于正的或负的饱和状态,当输入电压从负过零变正时,输出电

压从正饱和状态跃变为负饱和状态,本文选择子电路系统中的非线性部分为跃变函数. 首先对两个子系统进行了稳

定性分析,给出了不同参数条件下的振荡行为,然后在子系统单个参数在一定范围内变化,而其他参数保持不变的

情况下,研究了切换系统的复杂振荡特征,并分析了其产生机理. 由于子系统方程的非光滑性和切换带来的整个系

统的非光滑性,使得整个系统的周期振荡轨迹有四个切换点,随着参数的变化,周期振荡轨线与非光滑分界面发生

擦边分岔,导致周期振荡分裂成两个对称的周期振荡. 并且研究了切换点位置改变对整个系统周期振荡行为的影响

以及切换点处的分岔机理.
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1 引 言

切换系统的研究近些年来受到广泛的重视,许

多实际系统如汽车引擎控制系统 [1]、智能交通控

制系统 [2]、电力系统 [3]、机器人控制系统 [4] 以

及化工过程控制系统 [5] 等等, 均可以由切换系统

来描述.

切换系统一般是由一族子系统和描述它们之

间联系的切换规则组成,即它至少包含两个子系统,

每个子系统对应着离散变量的一种取值,子系统之

间的切换表示离散事件动态 [6]. 因此,它是一种特

殊的非光滑系统 [7−9],吸引了大批学者对其展开研

究工作,例如 Xu和 Antsaklis讨论了二阶切换系统

特征值不同分布下系统可稳的充要条件和鲁棒控

制问题,并初步涉及了切换系统动态性能分析问题
[10,11]; Zhang等研究了二阶切换系统的稳定性问题
[12]; Cheng研究了子系统为线性系统的切换系统模

型的稳定性 [13]; 吴天一和毕勤胜分析了切换电路

系统的振荡行为及其非光滑分岔机理 [14]. 在目前

的这些研究工作中,大部分切换系统中的子系统是

光滑系统,很少涉及非光滑系统之间的切换系统的

复杂行为及其机理研究.

本文考虑非光滑电路切换系统,选择两个简单

的跃变电路系统作为切换系统的子系统,采用开关

控制系统将两个子电路构成时间切换电路. 跃变

电路 [15] 是一类典型的非光滑电路系统,一个简单

的跃变电路一般由电阻、电容、二极管 [16] 和运

算放大器组成, 相对应模拟的非线性微分方程为
...x +Aẍ+ ẋ = G(x)[17], 其中 G(x) 是分段线性函数.

这类非线性电路是利用了运算放大器的内在非线

性特性, 即理想放大器的开环特性, 当输入电压过

零时理想放大器的输出将从负饱和值跃变到正饱

和值,属于常见非光滑系统中三类模型中的第二类,

即系统的向量场和其 Jacobian矩阵均不连续,但其

状态空间连续,如干摩擦系统 [18]. 跃变电路系统这

种非光滑特性使得切换系统在切换时间内表现出

丰富的动力学现象,再加上切换导致的非光滑因素

让整个切换系统变得更为复杂,即在电路本身的非

光滑因素和时间切换导致的非光滑因素共同作用
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下,该切换电路系统表现出复杂的振荡行为.

2 电路模型

如图 1所示, S是一个双向开关,当开关置于 a
端,对应子系统 a; 当开关置于 b端,对应子系统 b.
S按照时间切换规则在子系统 a与子系统 b之间进
行切换, 两个子电路都是简单的跃变电路, 仅由电
阻、电容和运算放大器构成 [19]. 其中,子电路 a与
b中的运算放大器的内在非线性特性用跃变非线性
函数 G(x) 来描述, 即当输入电压过零时理想放大
器的输出电压将从负饱和值跃变到正饱和值.子系
统 a与子系统 b分别可由非线性微分方程来描述

子系统a :
...x +Aẍ+ ẋ = G1(x), (1)

子系统b :
...x +Aẍ+ ẋ = G2(x). (2)

由 (1)和 (2)式可得

子系统a :


ẋ = y,

ẏ = z,

ż =−A1z− y+G1(x),

t ∈ [n(T1 +T2),n(T1 +T2)+T1]; (3)

子系统b :


ẋ = y,

ẏ = z,

ż =−A2z− y−G2(x),

t ∈ [n(T1 +T2)+T1,(n+1)(T1 +T2)], (4)

其中

A1,2 > 0, B1,2 > 0, C1,2 > 0,

Gi(x) = Bix−Cisgn(x), (i = 1,2),

sgn(x) =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0,

T1, T2 分别表示在子系统 a, b中运动的周期.

当计时开始 t = n(T1 + T2),n ∈ N 时刻, 开关

位于 a 端时, 切换系统在子系统 a 中振荡; 当

t = n(T1 +T2)+T1,n ∈ N 时刻,开关从 a端切换至 b

端, 切换系统进入子系统 b中振荡. 由于此切换系

统中采用时间切换规则,它决定了切换动作的发生,

这使得切换系统与一般的系统相比具有特殊性,例

如存在切换点,所以整个系统的动力学行为不仅仅

与子系统有关,还与切换规则有密切的联系.因此,

在研究切换系统的振荡行为特征时,既要考虑各个

子系统的稳定性,还要考虑整个系统在时间切换规

则下的稳定性.

图 1 切换电路图

3 子系统的稳定性分析

子系统 a 存在一个非光滑分界面 Σ =

{(x,y,z) |x = 0}, 把相空间分成两个部分: V1 =

{(x,y,z) |x > 0}, V2 = {(x,y,z) |x < 0}. 计算可得,子

系统 a系统共存在三个平衡点,即在 V1 和 V2 中存

在一对对称的平衡点 E±
a (±C1/B1,0,0), 第三个平

衡点 E0
a (0,0,0)位于非光滑分界面上.

图 2 子系统 a参数 A1 = 0.6, B1 = 0.1, C1 = 0.1时 (a)相图; (b)时间历程图
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经分析,子系统 a的平衡点 E±
a 的特征方程均

为 Pa(λ ) = λ 3 +A1λ 2 +λ −B1 = 0,即平衡点 E±
a 的

稳定性相同.根据 Routh-Hurwitz判断定理可知,当

A1 > 0, B1 < 0, A1 +B1 > 0时,平衡点是稳定的,但

是由于受到条件 A1 > 0, B1 > 0, C1 > 0的约束,此时

系统 a的平衡点 E±
a 都不稳定,如取参数 A1 = 0.6,

B1 = 0.1, C1 = 0.1时,平衡点 E±
a 为 (±1.0,0,0),特

征值 λ1 = 0.094, λ2,3 =−0.347±0.972i, E±
a 是一对

对称的鞍焦点. 如图 2所示,在非光滑分界面 Σ 右
侧 V1 中,当轨线振荡至 E+

a 右端 L1 上时,轨迹将沿

着 L1 朝其正方向发散; 当轨线振荡至 E+
a 左端 L1

上时,轨迹将沿着 L1 朝其负方向运动,直至越过非

光滑分界面 Σ . 根据 E±
a 的特征方程, V1 和 V2 中的

向量场关于原点对称,故在 V2 中,轨线受到 E−
a 影

响,运动情况与在 V1 中类似. 若以 P为起点, 受到

E+
a 向量场的影响,轨迹朝下向 E+

a 左端的 L1 振荡,

在未振荡至 L1 之前, 轨线穿过 Σ 运动到点 Q, 由

于非光滑分界面 Σ 两侧的向量场关于原点中心对
称, 轨线将以 P̂Q相同的方式穿过 Σ 回到 P点, 形

成一个沿顺时针方向运动的周期振荡,且周期 Ta约

为 6.3.

若取初值 S1 为 (1.0204,0,0) 时, 如图 3 所示,

初值点在周期解的吸引域 [20] 之外, 轨线振荡至

E+
a (1,0,0) 左端 L1 上后, 轨迹沿着 L1 朝其正方向

发散;若当初值 S1 为 (0.9890,0,0)时, 初值点在周

期解吸引域之内, 轨线将沿着 L1 朝其负方向运动

至周期轨道上.

子系统 b 与子系统 a 形式大致相同, 唯一

的不同点是平衡点 E±
b 的特征方程为 Pb(λ ) =

λ 3 + A2λ 2 + λ + B2 = 0, 使得子系统 b 的分岔特

性与子系统 a 的相差很大. 根据 Routh-Hurwitz 判

断定理可知,当 A2 > 0, B2 > 0, A2 −B2 > 0时,子系

统 b的平衡点 E±
b 是稳定的.

图 3 黑色部分是周期解的吸引域在 xoy平面上的投影

图 4 子系统 b在参数 (A2,B2)平面上的分岔集

由上分析可知,平衡点 E±
b 的稳定性由参数 A2

与 B2 的大小来决定,如图 4给出参数 (A2,B2)平面

上的分岔集. HB分岔线 A2−B2 = 0将参数 (A2,B2)

平面分成两个区域①和②, 在区域①中, 存在两个
稳定的焦点. 现取子系统 b 的参数 C2 = 0.9. 当
A2 = 2.0, B2 = 0.972 时, 存在一对对称的焦点 E±

b

为 (±0.926,0,0).
当参数穿过 HB 分岔线时, 平衡点 E±

b 产

生 Hopf 分岔, 形成两个中心, 导致在区域②中
存在不稳定的周期解, 且相关频率 Ω± = 1, 如
当 A2 = 2, B2 = 2.001 时, 其中不稳定的焦点为
E±

b (±0.449,0,0), 如图 5 所示, 周期解的频率与
Hopf分岔相一致,即 Ω± = 1.001.
取定 A2 = 2, 随着 B2 的值不断增大, 两个对

称的平衡点 E±
b 之间距离不断减小, 围绕它们产

生的不稳定周期振荡轨迹在相空间不断靠近, 当
B2 = 2.025时,在非光滑分界面处,两个对称的中心
最外层的轨迹开始碰撞, 如图 6 所示, 当 B2 = 2.5
时, E±

b (±0.36,0,0), 当周期振荡完全碰撞结束时,
产生一个新周期振荡.

4 切换系统的振荡行为以及相对应的
振荡机理

切换系统由子系统 a和子系统 b两部分构成,
通过双向开关 S 使得系统在子系统 a 和子系统 b
之间来回切换, 即首先在子系统 a 中振荡, 运动时
间 T1 后,到达第一个切换点,进入子系统 b,经过时
间 T2, 到达第二个切换点, 切换系统又重新进入 a
系统,如此循环往复进行.
取定参数 a: A1 = 0.6, B1 = 0.1, C1 = 0.1, b:

A2 = 2.0, C2 = 0.9, T1 = 50, T2 = 500. 显然,子系统
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a的参数已经确定,即其特性固定不变;对于子系统
b,稳定性由 A2 与 B2 的大小关系来决定,现已取定
子系统 b的参数 A2 = 2.0,讨论参数 B2 的变化对整

个切换系统振荡行为的影响.
从子系统 b的稳定性分析可知, 当 0 < B2 < 2

时,子系统 b存在稳定的焦点 E±
b ,切换系统表现为

周期解与焦点之间的切换; 当 B2 > 2 时, 子系统 b
存在鞍焦点 E±

b , 切换系统表现为周期解与周期解
之间切换.
为了解释系统在切换点处的切换机理,我们首

先给出以下结论 [21]:

定理 若 p∗(1)p∗∗(1)> 0 ⇔ σ∗
+1 +σ∗∗

+1 为偶数

成立,即在边界两侧单位圆内外特征值的个数不发

生变化, 则经过边界碰撞分岔点, 边界一侧的不动

点 M∗ 将转换为边界另一侧的不动点 M∗∗, 称为非

光滑的连续转换.其中 M∗, M∗∗ 分别为边界两侧的

不动点, p∗(λ ), p∗∗(λ )分别为边界两侧的特征多项

式, {λ ∗
i }, {λ ∗∗

i }, i = 1,2, · · · ,n分别为边界两侧的特
征值. σ∗

+1 和 σ∗
−1 分别表示 {λ ∗

i }> 1和 {λ ∗
i }<−1

的特征值个数, σ∗∗
+1 和 σ∗∗

−1 分别表示 {λ ∗∗
i } > 1 和

{λ ∗∗
i }<−1的特征值个数.

图 5 当 B2 = 2.001时, (a)和 (b)为围绕平衡点 E±
b 的周期解

图 6 B2 = 2.5时周期振荡 (a)相图; (b)时间历程图

图 7 B2 = 0.882时周期 2(T1 +T2)振荡 (a)相图; (b)时间历程图
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当 B2 = 0.8820 时, 子系统 b 存在稳定的焦
点 E±

b (±1.0204,0,0), 对应特征值为 λ1 = −1.7168,
λ2,3 = −0.1416 ± 0.7026i, 如图 7(a) 所示, 切换
系统表现为周期振荡, 周期为 2(T1 + T2), 具
有四个切换点: S1,4(±3.0891,±0.1961,±0.0184),
S2,3(±1.0204,0,0), 且切换点 S3 和 S2 正好是子系

统 b 的一对对称的焦点 E±
b , 结合图 7(a) 和 (b) 可

知,切换系统以 S2 为起点,记 t = 0,系统开始在子
系统 a中振荡,由于 S2 在子系统 a的周期解吸引域
外, 如图 2(a) 所示, 受到不稳定焦点 E−

a 的排斥作

用, 轨迹振荡至 L2 并沿着 L2 朝其负方向运动, 即
沿着轨线 Ŝ2S1 运动.但是,受到时间切换规则的限
制,运动到时刻 t = T1 时,到达点 S1,切换系统转入
子系统 b 中, 在相空间 V2 = {(x,y,z) |x < 0} 中, 以
S1 为起点,在时间 [T1,T1 +T2]内,受到子系统 b的
焦点 E−

b 吸引作用, 顺时针方向沿着轨迹 Ŝ1H1 朝

焦点 E−
b 逼近,运动至点 H1 时,轨迹穿过非光滑分

界面, 进入 V1 的向量场, 朝 V1 中稳定的焦点 E+
b

逼近, 运动至点 S3, 即 E+
b . 根据定理可知, 在这段

时间内, 发生非光滑的连续转换. 因为子系统 b 的
平衡点 E±

b 的特征方程 P+
b (λ ) = P−

b (λ ) = Pb(λ ),故
P+

b (1)P−
b (1) = P2

b (1) = 4.8822 > 0,且显然 σ∗
+1+σ∗∗

+1

为偶数,即在非光滑分界面 Σ = {(x,y,x) |x = 0}两
侧的单位圆内外特征值个数不发生改变,则经过边
界碰撞分岔点,边界 Σ 一侧的平衡点 E−

b 将转换为

边界另一侧的平衡点 E+
b . 此时, 由于切换时间 T2

大于系统沿轨迹 Ŝ1S3 从 S1 运动到点 S3 的时间,所
以如图 7(b)时间历程图所示,在时间 [t,T1 +T2]内,
轨迹停留在点 S3, 直至 t = T1 +T2 时, 受到时间切
换条件作用,切换系统又再次进入子系统 a,这时以
S3 为新的起点;当 t = 2(T1 +T2)时,轨迹正好回到
S2,由于 S1,4和 S2,3是两对关于原点对称的点,所以
轨迹 Ŝ3S4S2 与 Ŝ2S1S3 关于原点对称, 且恰好完成
一个周期为 2(T1 +T2)的周期振荡.

图 8 B2 = 0.8825时周期 2(T1 +T2)振荡 (a)相图; (b)时间历程图

随着子系统 b 参数 B2 的增大, 焦点 E±
b

逐渐向子系统 a 的焦点 E±
a 靠近. 如图 8 所

示, 取 B2 = 0.8825 时, 切换系统表现为周期

振荡, 切换点为 S1,4(±3.0299,±0.1906,±0.0179)、

S2,3(±1.0198,0,0), E±
b 为 (±1.0198,0,0), 特征值为

λ1 = −1.7169, λ2,3 = −0.1415± 0.7028i. 从数值上

相对于 B2 = 0.8820 时, 虚特征值实部从 −0.1416

变化至 −0.1415, 虚部从 0.7026 增加到 0.7028, 特

征值的变化幅度较小. 在 V2 中, 根据图 2(a) 可知,

从子系统 b切换至子系统 a时,切换点 S2距离焦点

E−
a 越近, 在子系统 a 中运行时发散得越慢．即距

离 S2S1 在切换时间 T1 内从 2.0781减小至 2.0192,

对振荡轨迹产生决定性的影响,导致点 H1 与 H2 的

距离减小. 随着参数 B2 的继续增大,系统轨线与分

界面 Σ 仅相交于一点, 即系统轨线与分界面 Σ 相

切,发生擦边分岔. 当 B2增大至 0.8826时,点 H1与

H2 碰撞后消失,产生了两个对称的周期振荡,如图

9(a), (b)所示.

由上分析可知, 四个切换点 S1, S2, S3, S4 将切

换系统分成四个部分,且 S1,4 和 S2,3 是关于原点对

称的点. 由于切换系统同时受到两个子系统和时

间切换规则的控制, 所以在切换时间内, 系统往往

朝各个子系统的稳定解运动. 但是显然, 当子系统

b 参数 B2 = 0.8820 时, 在子系统 a 中运动的时候,

没有朝稳定的周期解运动,反而朝相反方向发散出

去,这是因为切换点 S2,3 即子系统 a的起点正好处

于子系统 a周期解的不稳定区域,又受到切换时间

的限制,运动时间 T1 后,转向子系统 b稳定的焦点

逼近,继而表现为周期振荡. 故当参数 B2 < 0.9时,

即切换系统的子系统 a 的起点在 E−
a 负方向或者
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E+
a 正方向时, 切换系统在子系统 b中振荡时穿过
非光滑分界面, 直至参数 B2 = 0.8226 时, 非光滑
分界面两个尖点 H1 与 H2 发生碰撞, 导致切换系
统周期振荡发生分裂, 周期从 2(T1 + T2) 变化为

T1 +T2.
当 B2 = 0.9 时, 切换系统只有一个切换点, 此

时因为子系统 a 与子系统 b 的平衡点重合, 都为
(±1.0,0,0),轨迹表现为一点.

图 9 B2 = 0.8826时周期 T1 +T2 (a) V2 中的相图; (b) V1 中的相图

图 10 切换系统的周期 2(T1 +T2) (a) B2 = 0.910; (b)B2 = 0.9105

当B2 > 0.9时,子系统 b的焦点E±
b 坐标远离子

系统 a的焦点 E±
a ,到达 E±

a 内侧.取 B2 = 0.9100时,
切换系统仍表现为周期振荡, 且周期为 2(T1 +T2),
但是切换点变为 S1,4 (±0.0728,∓0.0048,∓0.1249)、
S2,3 (∓0.9890,0,0), 其中 S2,3 恰好是子系统 b的焦
点 E±

b , 切换系统周期振荡轨迹发生明显变化. 这
主要是由子系统 a 的周期解吸引域导致的. 如图
10(a),当双向开关 S位于 a端时,切换系统以 S2 为

起点, 进入子系统 a 中振荡, 根据前面子系统 a 的
稳定性分析可知, S2 处于子系统 a的周期解吸引域
内,轨线振荡至 E−

a 右端 L2 上,将沿着 L2 朝其负方

向运动;当 t = T1 时,轨迹穿过非光滑分界面 Σ ,到
达点 S1, 进入向量场 V1 中. 受到时间切换条件的
限制,切换系统以 S1为起点,在时间 [T1,T1 +T2]内,
进入子系统 b中振荡,到达点 S3. 由于轨迹 Ŝ2S1S3

与 Ŝ3S4S2 关于原点对称, Ŝ3S4S2 的运动情况不再累

述. 取 B2 = 0.9105时,如图 10(b)所示,切换系统在

子系统 a中振荡时,轨迹 Ŝ2S1 已经明显进入子系统

a的周期轨道,但只穿过一次非光滑分界面;当参数
B2 = 0.9140时,如图 11(a), (b)所示,轨迹 Ŝ2S1穿过

两次非光滑分界面,切换点 S1再次回到 V2中,此时
在 V1, V2 中具有独立的周期为 T1 +T2 的周期振荡.
随着子系统 b 参数 B2 继续增大, 子系统 b 的

焦点 E±
b 坐标远离 E±

a 不断向原点靠近, 且 E±
b 为

切换系统的切换点 S2,3, 此时 S2,3 处于子系统 a周
期解的吸引域, 故在相同时间 T1 内, 以 S2 为起点

的切换系统轨迹 Ŝ2S1 不断增大, 且沿着子系统 a
的周期轨道运动. 当轨迹 Ŝ2S1 奇数次穿过周期轨

道时, 整个切换系统表现类似如图 10(a)的周期为
2(T1 +T2)的周期振荡; 当轨迹 Ŝ2S1 偶数次穿过周

期轨道时,切换系统在 V1, V2 中具有独立的周期为

T1 +T2 的周期振荡, 如图 11(a), (b), 这完全是由切
换点 S1, S4处于不同的向量场,受到不同的焦点 E±

b

吸引导致的.
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图 11 B2 = 0.914时周期 T1 +T2 (a) V2 中的相图; (b) V1 中的相图

5 结 论

在所讨论的参数范围内,切换系统表现为周期
振荡, 整个切换周期振荡具有明显的非光滑特点,
其中包括切换导致的切换点,以及子系统本身的非
光滑性产生的尖点. 通过改变子系统的参数, 发现
切换系统的周期振荡机制也相应改变.起先切换系
统表现为周期振荡是由于起点处于子系统 a 周期
解的吸引域外, 背离周期解运动, 但是受到切换规
则的限制,运动时间 T1 后进入另子系统 b中,在时
间 T2内轨迹穿过非光滑分界面,发生非光滑的连续
转换,产生尖点,且伴随着参数的增大,在 T2内的运

动轨迹与非光滑分界面相切,发生擦边分岔; 当参

数增大到一定程度时, 周期振荡机制发生变化, 周

期振荡轨迹明显地表现为周期解与焦点之间的切

换系统,这时切换系统的起点处于子系统 a周期解

的吸引域内,在切换时间 T1 内朝其周期解运动,在

时间 T2内受到子系统 b焦点的吸引作用,系统轨迹

朝焦点运动且到达焦点. 显然, 切换系统与以往单

个系统有很不相同, 因此, 在研究切换系统的振荡

机理时, 不仅仅得分析子系统的振荡特性, 还得结

合切换规则,分析子系统和切换规则两者对整个切

换系统的振荡特性的影响.
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Abstract
The complex dynamical evolution of a circuit system composed of two nonlinear circuit subsystems, which is switched by a

periodic switching, is investigated. According to the fact that the magnification of an open-loop operational amplifier is maximum

magnification, namely, the operational amplifier is always in a positive or negative saturated state, when an input voltage becomes
positive from negative through zero, the output voltage jumps from the positive saturation into negative saturation. In this paper the
jump function is selected as a nonlinear part in subsystems. Firstly through the stability analysis of the subsystems, their oscillation

behaviors in the parameter space are given correspondingly. Secondly the complex oscillation behavior and mechanism of the switched
system are discussed in the parameter space of one subsystem. The periodic orbit of the switched system is divided into four parts,
influenced by non-smooth characteristics of the subsystems and switching. With the variation of the parameters, grazing bifurcation

appears, and then the whole periodic orbit is separated into two symmetrical periodic oscillations. Finally the convesion of switching
points into the periodic oscillation is given,and the mechanism at switching point is discussed.
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