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设计和实现三维空间任意庞加莱截平面电路*

陈红† 吴玲

(黑龙江大学电子工程学院,哈尔滨 150080 )

( 2012年 2月 13日收到; 2012年 8月 16日收到修改稿 )

庞加莱截面法是简化分析复杂动力系统运动状态的有效方法. 为实现在线方便观测复杂系统的状态,本文设计

并实现了三维任意庞加莱截平面电子电路. 文章首先详细分析和研究了设计三维任意庞加莱截平面电路的关键性

问题,然后分类设计和实现了物理电路. 由于蔡氏电路具有丰富的动力学行为,因此以典型的蔡氏电路作为实验待

测动力系统,对设计的截平面电路进行了大量的物理实验,测出了蔡氏电路各种状态下的截平面图,以及同一种混

沌状态下选取不同截面的测试实验. 实验中采用了两种双踪示波器 (模拟示波器和数字示波器)在线实测了庞加莱

截平面映射和状态图. 与此同时,利用Matlab进行了计算机仿真辅助实验. 所有实验结果表明设计的庞加莱截平面

电路具有实用性和有效性.
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1 引 言

19世纪末,法国数学家庞加莱在研究 “三体问
题” 中, 提出了庞加莱截面法. 该方法将系统连续
运行曲线 (相轨道)的研究简化为对离散点集合的
研究,即在 n维相空间中适当选取一个截面 (既可
以是平面也可以是曲面), 然后考虑系统的轨迹与
此截面相交的一系列交点的变化规律,这样可以抛
开相空间复杂的轨迹,并能在庞加莱截面上的点集
中得到关于系统运动的一些特征信息,从而可以简
化研究的工作.国内外科学工作者已将庞加莱截面
法应用到许多领域中, 如语音基音检测 [1], 医学检
测 [2−4],工程设计 [5−7],系统特性和状态结构 [8−10]

以及稳定性分析 [11−13] 等,这些应用大多都是通过
计算机软件进行数值分析实现的,不便于实时在线
进行观测. 为了实现实时在线的观测截面, 目前已
有许多学者研究和设计出了庞加莱截面的电子电

路,如王琳和彭建华等设计了依靠取样频率实现的
可观察 ax = d 类型的庞加莱截面电路, 该电路实

现了观测连续系统的分岔图 [14]; Chai Wah Wu 等
在应用一维映射研究混沌系统时, 设计出了示波
器实时观察庞加莱映射的电路, 电路实现了观察
ax+ by = d 截面上的映射 [15]. 以上的研究都对庞
加莱截面的应用起到了推动作用,但在庞加莱截面
选取上都有一定的局限性,前者是在坐标轴上截取
平面; 后者是在坐标轴和面上截取平面. 本文涉及
的是关于三维空间里任意庞加莱截平面电路的设

计方法及用物理元器件实现的设计电路. 而且,截
面的方向和位置可在线方便地调整.

2 设计庞加莱截平面电路的关键问题

与解决方法

设计任意庞加莱截平面电路的关键问题之一

是如何用电路实现任意平面作为庞加莱截平面,且
在电路上能方便在线调整平面的方向和位置.在三
维相空间中,设一般形式的平面方程为

ax+by+ cz = d, (1)
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其中, a, b, c 和 d 为平面方程的系数, a, b, c 不能

同时为零. 三维空间中的任意平面 (1) 可分成三
大类: ax = d (a ̸= 0) 类, ax+ by = d (ab ̸= 0) 类和
ax+by+ cz = d (abc ̸= 0)类.

ax = d (a ̸= 0) 类平面 (含 by = d (b ̸= 0) 和
cz = d (c ̸= 0)): 当 b = c = 0, a, d 不为 0 时, 为平
行坐标面 YOZ 的平面, 其平面的位置决定 a 和 d.
同理, 当 a = c = 0, b, d 不为 0 时, 或者 a = b = 0,
c, d 不为 0 时, 为平行坐标面 XOZ 或平行坐标面

XOY 的平面;若 d = 0时,则为过原点的平面.

ax + by = d (ab ̸= 0) 类平面 (含 by + cz = d

(bc ̸= 0) 和 ax+ cz = d (ac ̸= 0)): 当 c = 0, a, b, d

不为 0时, 为平行 Z 轴的平面, 其平面的方位决定
a, b和 d的大小. 同理,当 a = 0, b, c, d不为 0时,或
当 b = 0, a, c, d 不为 0时,为平行 X 轴或平行 Y 轴

的平面;若 d = 0时,则为过原点的平面.

ax+ by+ cz = d (abc ̸= 0)类平面: 当 d = 0, a,
b, c不为 0时,为过坐标原点的平面,不同的 a, b, c

取值,会得到过坐标原点的不同方向的平面; 当 a,
b, c和 d 均不为 0时,不同的 a, b, c和 d 值决定不

同方向和位置的平面.

综合以上分析,在三维空间中平面方程 (1)的
系数 a, b, c, d 数值不同就会得到不同的平面. 因此
设计的任意平面电路要能方便在线分别调整 a, b,
c, d 的数值.

庞加莱截面截取动力学系统的运动轨迹时,在
截面上会有相应的交点 p,该交点 p也是该系统上

对应的一个点,所以动力学系统轨迹在穿过截面时,
产生的交点就是庞加莱截面上的映射点,即截面上
的点集是系统状态随时间的演化与截面相交记录

下来的映射点. 因此,系统处于周期运动状态时,庞
加莱截面上出现有限个离散的点;系统处于准周期
运动时, 在截面上有一条闭合曲线;系统处于混沌
状态时,其庞加莱截面上有沿一段曲线或区域分布
的点集.

由图 1可看到系统的状态轨迹穿过截面,依次
相交于 p0, p1, p2, · · ·点, 它们对应时刻为 t0, t1, t2,
· · ·, 这些离散点形成了一个庞加莱映射, 它们的对
应关系

pn+1 = T (pn) = T (T (pn−1)) = T 2 (pn−1) = · · ·

如何用电路记录系统轨迹与截平面相交时刻

的信息,并能清晰显示在示波器上是设计本电路的
关键问题之二. 设平面方程 (1) 为截平面, 待测动

力系统有三个输出变量 Vx, Vy 和 Vz 分别对应平面

方程 (1)的 x, y和 z变量. 当待测系统的运行轨迹
满足方程 (1) (即 aVx + bVy + cVz = d)时, 便构成截
面上的映射点. 因此在设计截面电路时, 定义系统

穿入截面时为波形的上升沿;穿出时为波形的下降
沿,即将穿入和穿出平面定义为矩形波的上升沿和
下降沿. 然后在上升沿和下降沿处各产生一个窄脉

冲,这些窄脉冲正是系统轨迹穿入平面和穿出平面
(1)的时刻记录,如图 2所示. 窄脉冲 Vs 越窄,记录
交点时刻越精确. 图中 VΣ 为 aVx + bVy + cVz; VJ 为

矩形波,其前沿和后沿为动力系统穿入和穿出时刻,

Vs 为在上升沿和下降沿处产生的窄脉冲.

图 1 庞加莱截面

将窄脉冲 Vs作为取样信号,其作用是获取上升

沿和下降沿时刻 (系统轨迹与截面相交的时刻)的
系统运行轨迹的信号,并将其保持到下一交点时刻.
由于同一个系统内的三个变量反映的是系统运行

状态和信息,因此用同一个窄脉冲 Vs对系统的三个

变量输出信号 Vx, Vy 和 Vz 同时进行取样保持,就得
到三个输出显示信号 Vox, Voy 和 Voz. 然后将这些信

号两两同时送入示波器的 X 轴和 Y 轴输入端,示波
器将会在 Y -X 方式下显示出对应相平面上的庞加
莱截面. 图 3示出只对系统的两个信号 Vx 和 Vy 在

相交处获取显示信号 Vox 和 Voy.

根据上述研究和分析设计了庞加莱截平面整

体电路框图,如图 4所示. 电路由三部分构成: 庞加
莱截平面生成电路、取样信号生成电路和显示信

号生成电路. 庞加莱截平面生成电路产生方程 (1)
的平面,其输出信号为 VJ. 取样信号生成电路将 VJ

转换成窄脉冲取样信号 Vs. 显示信号生成电路在取
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样信号 Vs 的控制下, 对输入信号同时取样保持获

得送入示波器的显示信号 Vox, Voy 和 Voz. 图 4中虚

线框为待测系统, Vx, Vy 和 Vz 为该系统产生的输出

信号.

图 2 产生 Vs 原理

图 3 产生显示信号原理

图 4 庞加莱截平面整体电路框图

3 庞加莱截平面电路的设计与实现

3.1 截平面电路的设计

在三维相空间中,本文设计了任意庞加莱截平

面生成电路, 如图 5所示. 电路由一个运算放大器

A1,三个双联同轴电位器 Rwx, Rwy 和 Rwz,四对同值

电阻 Rx, Ry, Rz 和 Rf 构成加减混合运算电路,其输

出为 VΣ ; 运算放大器 A2, 电位器 Rw1, 两个参考电

压 VR1 和 VR2 (VR2 为负值),电阻 R和稳压管 DZ 构

成输出 TTL信号 VJ 的比较器. 电路有三对输入端

1和 1′, 2和 2′, 3和 3′ 分别接收待测系统输出信号

Vx, Vy 和 Vz. 三维空间的任意平面方程为 (1)式.

当将图 5输入端 1, 2和 3分别对应接输入信号

Vx, Vy 和 Vz,而 1′, 2′ 和 3′ 同时接地时,由图 5可知:

ix + iy + iz = if 和
Vx

Rx +Rwx
+

Vy

Ry +Rwy
+

Vz

Rz +Rwz
=

−VΣ
Rf

,则得

VΣ =− RfVx

Rx +Rwx
−

RfVy

Ry +Rwy
− RfVz

Ry +Rwz
, (2)

(2) 式 与 (1) 式 比 较 得 a = − Rf

Rx +Rwx
, b =

− Rf

Ry +Rwy
, c = − Rf

Rz +Rwz
, 实现了 a < 0, b < 0,

c < 0, 它们的取值范围为 −Rf

Ri
∼ − Rf

Ri +Rwi
, 其中

i为 x, y和 z. 调整电位器 Rwi 可分别调整对应系数

a, b和 c的值.

当输入端 1′, 2′ 和 3′ 分别对应接 Vx, Vy 和 Vz,

而 1, 2和 3同时接地时,由图 5可知 i′x + i′y + i′z = i′f

和
Vx −Vp

Rx +Rwx
+

Vy −Vp

Ry +Rwy
+

Vz −Vp

Rz +Rwz
=

Vp

Rf
,则得

Vp = Rp

(
Vx

Rx +Rwx
+

Vy

Ry +Rwy
+

Vz

Rz +Rwz

)
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和Vn =
[(Rx +Rwx)//(Ry +Rwy)//(Rz +Rwz)]VΣ

(Rx +Rwx)//(Ry +Rwy)//(Rz +Rwz)+Rf
,

其中, Rp =(Rx+Rwx)//(Ry+Rwy)//(Rz+Rwz)//Rf).
由 “虚短”得 Vp =Vn,则

VΣ =
RpRf

Rn

(
Vx

Rx +Rwx
+

Vy

Ry +Rwy
+

Vz

Rz +Rwz

)
,

其中, Rn = (Rx +Rwx)//(Ry +Rwy)//(Rz +Rwz)//Rf.
由于 Rp = Rn,则

VΣ =
RfVx

Rx +Rwx
+

RfVy

Ry +Rwy
+

RfVz

Rz +Rwz
, (3)

(3) 式与 (1) 式比较得 a =
Rf

Rx +Rwx
, b =

Rf

Ry +Rwy
,

c =
Rf

Rz +Rwz
, 实现了 a > 0, b > 0, c > 0, 它们的取

值范围:
Rf

Ri +Rwi
—

Rf

Ri
,其中 i为 x, y和 z. 调整电位

器 Rwi 可调整对应的系数值.

图 5 中三对输入端 1 和 1′, 2 和 2′, 3 和 3′ 分

别对应决定 a, b, c 的符号. 当 a > 0 时, 1 接地,

1′ 接 Vx 输入信号; 当 a < 0 时, 1′ 接地, 1 接 Vx

输入信号. 当 b > 0 时, 2 接地, 2′ 接 Vy 输入信

号; 当 b < 0 时, 2′ 接地, 2 接 Vy 输入信号. 同理,

当 c > 0 时, 3 接地, 3′ 接 Vz 输入信号; 当 c < 0

时, 3′ 接地, 3 接 Vz 输入信号. 当 a = 0, b = 0 或

c = 0时,图 5对应的一对输入端均接地. 截平面系

数 d = VT = [R′VR1 +(Rw1 −R′)VR2]/Rw1, 其范围是

VR2—VR1, 调整 Rw1 可以改变 d 的大小和符号. 因

此,由图 5可见: VΣ = aVx +bVy + cVz,当 VΣ > d 时,

则 VJ就会输出低电平;当 VΣ < d 时, VJ就会输出高

电平,如图 2所示.

图 5 ax+by+ cz = d 任意截平面生成电路

由上述分析可知: 通过调整图 5中双联电位器

Rwx, Rwy, Rwz 和电位器 Rw1 可以灵活改变平面 (1)

的系数,以及待测信号接入不同的输入端可以改变

系数的符号, 即改变平面的方向和位置, 从而获得

任意截平面 VJ.

3.2 取样信号生成电路和显示信号生成电路
的实现

根据第 2章分析,设计出取样信号生成电路和

显示信号生成电路如图 6所示,图 6的左侧是由两

个单稳态触发器、一个双联电位器、两个等值的

电容和一个或门构成的, 该电路产生窄脉冲, 即取

样控制信号 Vs. VZ1 是在 VJ 的下降沿处产生一个窄

脉冲; VZ2 是在 VJ 的上升沿处产生一个窄脉冲. 经
或门将 VZ1 和 VZ2 相叠加产生 Vs. 窄脉冲的脉冲宽
度 tw = ln2C1Rw2,脉宽越窄示波器显示的点相对越
清晰. 调整 Rw2 可以改变截面上交点的大小. 图 6
的右侧是由三个取样保持电路与三个等值电容构

成的显示信号生成电路. 三个电容容量既不能太大
又不能太小, 太大输出电压下降慢, 但获取时间变
长; 太小获取时间小, 但输出电压下降快. 显示信
号生成电路的三个输入端分别接收待测系统的输

出信号 Vx, Vy 和 Vz,其另一个输入端接收取样控制
信号 Vs. 在 Vs 的控制下,该电路输出 Vox, Voy 和 Voz

信号.
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图 6 取样信号电路和显示信号电路

4 仿真与物理实验

选择典型的蔡氏电路 [16](见图 7) 作为待测的

动力系统,其微分方程为

dVx

dt
=

Vy −Vx

RC′ − g(Vx)

C′ ,

dVy

dt
=

Vx −Vy

RC′′ +
Iz

C′′ , (4)

dIz

dt
=−

Vy

L
,

其中 g(Vx)=m1Vx+0.5(m0−m1)(|Vx +E|−|Vx −E|)
为三段折线的蔡氏二极管, E 为折线的折点, m0 和

m1 为折线内外两个斜率. 蔡氏电路的系统有三个

输出变量 Vx, Vy 和 Iz. 将蔡氏电路系统 (4) 归一

化,设 x =Vx/E, y =Vy/E, z = Iz/(EG), τ = t/(C′′R),

A = m0R, B = m1R, α =C′′/C′, β =C′′R2/L,得方程

ẋ = α (y− x− f (x)) ,

ẏ = x− y+ z, (5)

ż =−βy,

其中, f (x) = Bx+0.5(A−B)(|x+1|− |x−1|).
选取方程 (5)的参数为 α = 10, β = 50/9, A =

−0.76, B =−0.41,初值为: x(0) = 0.02, y(0) = 0.02,

z(0) = 0.02. 用Matlab进行计算机仿真得到三维混

沌相图,如图 12所示. 下面在这种条件下对各种类

型庞加莱截面进行仿真和物理实验.

图 7 蔡氏电路

图 8 蔡氏系统仿真混沌相图

设计的整个庞加莱截面电路图 4 主要由电路
图 5和图 6连接构成的 (注: 将六个输入端分别各
接一个电压跟随器以解决阻抗匹配问题. 为节省
篇幅不再重画电路). 蔡氏电路的输出信号 Vx, Vy

和 Vz 可对应送入图 5 中输入端的 1 和 1′ 端, 2 和
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2′ 端和 3 和 3′ 端. 在以下实验中选用运算放大器
TL082,单稳态触发器 74LS123N、或门 74LS02和
74LS04,取样保持电路 LF398N,电容 C1 =C2 = 10
nF,电容C3 =C4 =C5 = 1 nF,电位器 Rw1 =Rw2 = 10
kΩ, 双联电位器 Rwx = Rwy = Rwz = 100 kΩ, 电阻
Rx = Ry = Ry = 5 kΩ, R f = 15 kΩ, R = 0.47 kΩ,参考
电压 VR1 =+5 V, VR2 =−5 V.

4.1 三类庞加莱截平面的实验

蔡氏系统 (5)的各项参数如上所示, 仿真的混

沌仍然是图 8. 取任意庞加莱截面 (1)系数为 a = 0,

b = 1, c = 0, d = 0,则得截面为 y = 0. 用 Matlab对

微分方程 (5) 和方程 y = 0 仿真得庞加莱截面在

X-Z相平面的映射,如图 9(a)所示.

图 9 y = 0庞加莱截面 (a)仿真结果; (b)示波器测量结果

将蔡氏电路图 7中的 Vy 接入庞加莱截平面电

路图 4的输入端 2′, 并将其他五个输入端接地, 调
整电位器 Rwy、和 Rw1,使截面系数为 a = 0, b = 1,
c = 0, d = 0,得截面 y = 0. 用示波器观察庞加莱截
平面的映射图,如图 9(b)所示. 图 9(a)和图 9(b)比
较表明仿真的结果和实际电路测量的结果在映射

点分布形状上基本一致. 由此, 证明了设计的截面
电路图 4对 ax = d (a ̸= 0)类截面是有效的.
蔡氏系统 (5)的各项参数如上所示, 混沌仿真

仍然是图 8. 取 ax+ by = d (ab ̸= 0)类庞加莱截面

为: x−2y = 0, Matlab仿真得庞加莱截面在 X-Z 相

平面的映射为图 10(a)所示. 将Vx和Vy分别接入电

路图 4的输入端 1′ 和 2, 其他输入端接地, 调整电

位器 Rwx, Rwy和 Rw1,使 a = 1, b =−2, c = 0, d = 0,

用示波器测得庞加莱截面在 X-Z 面上的映射如图

10(b)所示. 比较仿真图 10(a)和实测图 10(b)可以

看出截面上的点集分布形状相同. 由此, 证明了设

计的截面电路对 ax+ by = d (ab ̸= 0) 类截面是有

效的.

图 10 x−2y = 0庞加莱截面 (a)仿真结果; (b)示波器测量结果
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系统 (5)的各项参数如上所示, 混沌仿真仍然
是图 8. 选取 ax+ by+ cz = d (abc ̸= 0) 类庞加莱
截面为 0.617x+ y+1.8z = 0,用Matlab仿真的庞加
莱截面在 X-Z 相平面的映射为图 11(a) 所示. 将
Vx, Vy 和 Vz 分别接入电路 (4)输入端 1′, 2′ 和 3′,其
他输入端接地, 调整电位器 Rwx, Rwy, Rwz 和 Rw1,
使 a = 0.617, b = 1, c = 1.8, d = 0, 用庞加莱截面

电路系统图 4 实测的截面, 如图 11(b) 所示. 图
11(a) 和 (b) 比较表明仿真的结果和物理电路测
量映射点的分布形状相同, 由此, 证明了设计的
截面电路图对 ax+ by+ cz = d (abc ̸= 0)类截面是
有效的.
图 9(b),图 10(b)和图 11(b)都是用通用模拟双

踪示波器实测后,再用数码相机拍照下来的.

图 11 0.617x+ y+1.8z = 0庞加莱截面 (a)仿真结果; (b)示波器测量结果

4.2 蔡氏电路各种状态下的庞加莱截平
面实验

蔡氏电路具有丰富的动力学行为,调整蔡氏电

路图 7中线性电阻 R的阻值时,蔡氏电路会表现出

不同的状态,如:一周期、两周期、三周期、 · · ·· · ·、
单涡混沌、双涡混沌等状态. 本文用所设计的三维

任意庞加莱截平面电路 (图 4) 测试蔡氏电路的各

种状态,从而进一步证实庞加莱截平面电路的有效

性和实用性.
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图 12 数字示波器显示蔡氏电路的状态和庞加莱截面图
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为了便于观测庞加莱截平面和获取完整截面

映射图,在观测同时对蔡氏电路的不同状态随时调
整电路相关电位器以调整截面方程系数 a, b, c, d.
图 12(a)为蔡氏电路的一周期相图,对应图 12(b)是
其庞加莱截平面的映射图. 该截面上有稳定的两
个不动点,表明蔡氏电路系统处于稳定的一周期状
态,即轨迹随时间运行穿入和穿出截面时只相交这
两点; 图 12(c) 为蔡氏电路的两周期相图, 对应图
12(d) 是其庞加莱截面的映射图. 该截面上有四个
不动点, 表明电路系统是两周期的, 即轨迹随时间
运行时穿入截面时产生两个交点和穿出截面时又

产生两个交点;图 12(e)为蔡氏电路的三周期相图,
对应图 12(f)是其截面的映射图,有六个稳定点,表
明系统运行轨迹与截面相交六处; 图 12(g)是蔡氏
电路处于单涡混沌状态的相图, 对应图 12(h)该截
面上有无数的点沿曲线分布,表明蔡氏系统运动时
无数次的沿着该曲线穿越且不重叠 (因混沌在相空
间运动时, 其轨迹不重叠); 图 12(i) 是蔡氏电路处
于双涡混沌状态的相图,对应庞加莱截面的映射图
12(j),其上有无数的点,并按照特定图案分布的. 由
图 12可以看出设计的庞加莱截平面电路能方便地

测量系统所处的状态. 因此, 该电路具有实际应用
价值.图 12中所有图形均为数字双踪示波器在 Y -X
方式下测出的.

5 结 论

文中解决了第 2章中提出的两个关键问题,研
究和设计出了三维任意庞加莱截平面电路. 用典型
的蔡氏电路作为待测系统,用物理电子元器件实现
了任意庞加莱截平面电路,并用两种示波器对蔡氏
电路的各种状态的庞加莱截面进行了实际测量,同
时进行了仿真辅助实验. 文中物理测量的所有庞加
莱截平面图形均可用通用模拟和数字双踪示波器

观测, 表明该电路的实用性. 物理测量与计算机仿
真测量图形的一致表明设计的庞加莱截面电路在

线观测复杂系统运动状态的有效性. 不仅任意截平
面的方位可在线通过调整对应的 a, b, c和 d 系数

的电位器方便调整,而且可根据显示图形的具体情
况调整截面上交点的大小. 在本电路的基础上可
方便的将三维扩展成更多维,并可应用到更多的工
程领域.
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Abstract

The Poincare section method is an effective method to simplify the analysis of complex dynamic system motion state. To

achieve online observing system states conveniently, an arbitrary directional Poincare plane section physical electronic circuit in three-

dimensional space is designed and realized. Firstly, the key problems of an arbitrary Poincare plane section circuit design are analyzed

and studied in detail. And then the physical circuit is realized in classification. As Chua’s circuit has rich dynamic behaviors, the

typical Chua’s circuit is chosen as the experimental dynamical system. And then a lot of the physical experiments with this Poincare

plane section circuit are performed in real time. For example, Poincare plane section diagrams in different conditions of Chua’s circuit

are measured, and the test experiments in the same kind of chaotic state, with different plane sections chosen, are carried out. All

Poincare section map diagrams and phase diagrams are measured by two double-channel oscilloscopes (analogue oscilloscope and

digital oscilloscope). At the same time, computer simulation experiments are conducted by using Matlab. These results show the

practicability and effectiveness of the Poincare plane section circuit.
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