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T混沌系统的动力学分析与同步及其电路仿真*
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针对一类 T混沌系统,对系统平衡点的稳定性进行了分析,并对系统的分岔, Lyapunov指数, Poincare截面进行

了数值分析.同时,针对参数已知和未知两种情形,研究其同步控制问题,利用 Lyapunov函数设计并证明了系统的反

馈控制器. 最后运用Multisim软件设计实现了 T混沌系统同步的混沌电路,验证了所提出同步方法的有效性和可实

现性.
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1 引 言

半个世纪以来,经过无数科学工作者的艰苦研
究和探索, 人们对混沌运动的特点、规律及其在
各个学科领域的表现已经有了深刻的理解. 1963
年, Lorenz[1] 在一个三维自治系统首次发现了混
沌吸引子. 1999 年, Chen 和 Ueta[2] 也发现了一种
和 Lorenz 系统族相似但不同的混沌吸引子. 根据
Vanecek 和 Celikovsky[3] 所给出的广义 Lorenz 系
统形式, Lorenz系统和 Chen系统的线性矩阵分别
满足 a12a21 > 0 和 a12a21 < 0 的条件, 一个自然的
问题是是否有混沌系统满足 a12a21 = 0. 2002 年
Lü和 Chen[4] 发现了 Lorenz和 Chen混沌系统间的
过渡系统 Lü混沌系统. 随后大量的混沌系统被构
造,但他们大多为广义 Lorenz系统 [5]. 2008年Yang
和 Chen[6] 重新给出了混沌系统的分类条件, 发现
Lorenz 系统满足 a11a22 > 0, Chen 系统, Lü系统满
足 a11a22 < 0,同样,一个自然的问题是是否有过渡
混沌系统满足 a11a22 = 0.

近年来的大量研究工作表明,混沌与工程技术
联系越来越密切,它在生物,化学,力学,电子,信息,

计算机工程,以及应用数学和实验物理等领域都具
有广泛的前景, 如混沌的遍历性可用于图像处理;
混沌的随机性可用于液体的充分混合,保密通信等.
又由于混沌运动具有初值敏感性和长时间发展趋

势的不可预见性,混沌控制就成了混沌应用的关键
环节. 到目前为止,国内外的科学工作者基于不同
的策略提出了大量的混沌控制方法 [7−12], 并在大
量实验和应用中得到验证. 同时, 在一些混沌显得
非常重要而且有用的领域,有目的的构造简单混沌
系统来产生或强化混沌现象已经成为一个关键性

的课题. 1994年, Sprott[13]考虑了少于七项 (Lorenz,
Chen 系统等右端微分方程组含有的项数) 且只不
含有或者含有一个到两个非线性项的常微分方程

组混沌系统, 并通过计算机仿真给出了 19 个混沌
系统.文献 [14, 15]对含有两个非线性项却没有平
衡点和具有两个稳定平衡点的六项混沌系统进行

了动力学分析. 2010年,文献 [16]构造了一个新的
混沌系统满足 a11a22 = 0 且具有一个不稳鞍结点
和两个不稳焦结点,同时为含有两个非线性项的六
项混沌系统, 并对系统的轨道进行了分析. 本文在
文献 [10]的基础上继续对此类 T混沌系统 [17] (文
献 [17]的发表时间早于文献 [16],故以 T混沌系统
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命名),

ẋ = a(y− x),

ẏ = cx−axz,

ż =−bz+ xy, (1)

(a, b, c为实数, a ̸= 0)进行了动力学数值分析,包括
分岔分析, LE指数, Poincare截面等. 并对系统的同
步控制问题, 利用 Lyapunov 函数设计并证明了系
统的反馈控制器. 同时为了在实际中更好地应用,
运用Multisim软件设计实现了同步的混沌电路.

2 计算分析

2.1 平衡点稳定性分析

令 ẋ = ẏ = ż = 0, 如果 abc > 0, 可得系统 (1)
的三个平衡点 O(0,0,0), E+

(√
bc/a,

√
bc/a,

c
a

)
,

E−
(
−
√

bc/a,−
√

bc/a,
c
a

)
; 如果 ab ̸= 0, c = 0 或

者 abc < 0,则系统 (1)只有一个平衡点.
定理 1 如果 b > 0, a > 0, c < 0, a+4c > 0,则

O是渐进稳定的;如果 b < 0或 a > 0, c > 0或 a < 0,
a+4c 6 0,则 O是不稳定的.
证明 系统在 O点的 Jacobian矩阵

J0 =


−a a 0

c 0 0

0 0 −b

 ,

其特征方程为

λ 3 +(a+b)λ 2 +a(b− c)λ −abc = 0,

特征值为

λ1 =−b,

λ2 =

√
a(a+4c)−a

2
,

λ3 =
−
√

a(a+4c)−a
2

.

显然, 如果 b > 0, 则 λ1 < 0, 如果 a > 0, c < 0, 且
a+ 4c > 0, 则 λ2,3 < 0. 因此平衡点 O是渐进稳定

的. 类似的, 如果 b < 0 或 a > 0, c > 0 或 a < 0,
a+4c 6 0,则 λ1 > 0或 λ2 > 0或 λ3 > 0,根据微分
线性系统理论,易知平衡点 O是不稳定的.
同理可得系统 (1)在 E+, E−下的稳定性.
定理 2 平衡点 E+, E− 是渐进稳定的当且仅

当 a+b > 0, abc > 0, a2b+ab2 +b2c−abc > 0.

2.2 分岔图及 Lyapunov指数谱

在参数 a = 2, b = 1 下, 从图 1 可以看出,

图 1 系统 (1)在参数 a = 2, b = 1下关于 c的分岔图

当 c ∈ [4,5.8] 时, 系统 (1) 处于稳定周期状态; 当
c ∈ (5.8,6]时,系统 (1)处于拟周期状态,选取参数
c = 5.9, 可以很快计算出系统的三个 Lyapunov 指
数 (见图 2(a)) LE1 = 0, LE2 = 0, LE3 =−2.994 < 0;
当 c ∈ (6,10] 时, 系统 (1) 处于混沌状态. 选取
参数 c = 9, 可以很快计算出系统的三个 Lya-
punov指数 (见图 2(b)) LE1 = 0.25631 > 0, LE2 = 0,

LE3 = −3.255 < 0, 因为
3

∑
i=1

LEi < 0, 故系统为非发

散系统,又由于有一个正的 Lyapunov指数,且 Lya-
punov维数 DL = 2.0787,所以系统在上述参数下是
混沌的.

2.3 Poincare映射及相图

根据分岔图 1, 选取参数 c = 9 和 c = 5, 可分
别得到相应的 Poincare映射图及相图 (见图 3—6).
可以看到, 系统分别处于混沌, 稳定周期状态, 同
时可知系统通向混沌的道路为准周期环面破裂进

入混沌.

3 混沌系统的自适应同步

3.1 参数已知新的混沌系统的同步

令驱动系统为系统 (1),且取响应系统为

˙̂x = a(ŷ− x̂)+µ1,

˙̂y = cx̂−ax̂ẑ+µ2,

˙̂z =−bẑ+ x̂ŷ+µ3 (2)

其中 µ1, µ2, µ3 为自适应反馈控制器. 令 e1 = x̂− x,
e2 = ŷ−y, e3 = ẑ−z,则由 (2)减去 (1)得误差系统为

ė1 = a(e2 − e1)+µ1,

ė2 = ce1 −axe3 −aẑe1 +µ2,
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ė3 =−be3 + xe2 + ŷe1 +µ3. (3) 因为混沌系统的变量都是有界的,则我们可以假设

My = max(|y| , |ŷ|), Mz = max(|z| , |ẑ|).

图 2 系统 (1)在参数 (a,b,c) = (2,1,5.9), (a,b,c) = (2,1,9)下的 Lyapunov指数

图 3 系统 (1)在参数 a = 2, b = 1, c = 9下的 Poincare映射图 (z = 4
截面)

图 4 系统 (1)在参数 a = 2, b = 1, c = 9下的吸引子

定理 3 当 µ1 =−(a+c)e2, µ2 =−k1e2, µ3 = 0,

k̇1 = βe2
2时 (β 为正的反馈增益),驱动系统 (1)和响

应系统 (2)是同步的.

证明 取 Lyapunov函数为 V = 0.5e2
1 +0.5e2

2 +

0.5e2
3 +0.5β−1(k1 − k)2,则

V̇ =−ae2
1 − ke2

2 −be2
3 +(x−ax)e2e3

−aẑe1e2 + ŷe1e3

6−ae2
1 − ke2

2 −be2
3 +aMz |e1| |e2|

+My |e1| |e3|+ |x−ax| |e2| |e3|

=−eTPe,

其中

P =


a −0.5aMz −0.5My

−0.5aMz k− c −0.5 |x−ax|

−0.5My −0.5 |x−ax| b

 .

显然要使误差系统 (3)是一致渐进稳定的, 矩阵 P

必须是正定的,即

a > 0,a(k− c)− 1
4

a2M2
z > 0,

(k− c)(4ab−M2
y )−a(x−ax)2

−a2bM2
z −aMyMz |x−ax|> 0.

所以,当 k > max
{
(1/4)aM2

z + c,a(x−ax)2 +a2bM2
z

+aMyMz |x−ax|/(4ab−M2
y )+ c

}
时, 矩阵 P 是正

定的, 因此 V̇ 是负定的, 又
∫ t

0
λmin(P)∥e∥2 dt 6∫ t

0
eTPedt 6

∫ t

0
−V̇ dt = V (0)−V (t) 6 V (0), 其中

λmin(P) 是正定有界矩阵 P 的最小特征值, 根据
Barablat定理有 ei(t)→ 0 (i = 1,2,3),当 t → 0时,即
lim
t→∞

∥e(t)∥= 0,因此驱动系统 (1)和响应系统 (2)是
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同步的.

图 5 系统 (1) 在参数 a = 2, b = 1, c = 5 下的 Poincare 映射图
(z = 2.5截面)

图 6 系统 (1)在参数 a = 2, b = 1, c = 5下的稳定周期

3.2 参数未知新的混沌系统的同步

如果我们令驱动系统为系统 (1), 且取响应系
统为

˙̂x = â(ŷ− x̂)+µ1,

˙̂y = ĉx̂− âx̂ẑ+µ2,

˙̂z =−b̂ẑ+ x̂ŷ+µ3, (4)

其中 â, b̂, ĉ为响应系统的参数, µ1, µ2, µ3 为自适应

反馈控制器. 令 e1 = x̂− x, e2 = ŷ− y, e3 = ẑ− z,则
由 (4)式减去 (1)式得误差系统为

ė1 = â(e2 − e1)+ ea(y− x)+µ1,

ė2 = ĉe1 + ecx− eaxz− âxe3 − âẑe1 +µ2,

ė3 =−b̂e3 − ebz+ xe2 + ŷe1 +µ3, (5)

其中 ea = â−a, eb = b̂−b, ec = ĉ− c.
定理 4 当 µ1 =−âe2+ âe1+k1e1, µ2 =−ĉe1+

âxe3 + âẑe1 + k2e2, µ3 = b̂e3 − e2x − e1ŷ + k3e3, k1,

k2, k3 为负实数反馈增益,且 ˙̂a = −e1(y− x)+ e2xz,
˙̂b = e3z, ˙̂c = −e2x 时, 驱动系统 (1) 和响应系统 (4)
是同步的.
证明 取 Lyapunov函数为 V = 0.5e2

1 +0.5e2
2 +

0.5e2
3 +0.5e2

a +0.5e2
b +0.5e2

c ,则

V̇ = e1(â(e2 − e1)+ ea(y− x)+µ1)

+ e3(−b̂e3 − ebz+ xe2 + ŷe1 +µ3)

+ ea ˙̂a+ eb
˙̂b+ ec ˙̂c

+ e2(ĉe1 + ecx− eaxz− âxe3 −aẑe1 +µ2)

= eTPe,

其中, e = (e1,e2,e3)
T, P = diag(k1,k2,k3), 则 P 是

负定的, 因此 V̇ 是负定的, 又
∫ t

0
λmin(P)∥e∥2 dt 6∫ t

0
eTPedt 6

∫ t

0
−V̇ dt = V (0)−V (t) 6 V (0), 其中

λmin(P) 是正定有界矩阵 P 的最小特征值, 根据
Barablat定理有 ei(t)→ 0 (i = 1,2,3),当 t → 0时,即
lim
t→∞

∥e(t)∥= 0,因此驱动系统 (1)和响应系统 (4)是

同步的.

4 电路仿真

由于直接根据系统微分方程设计的电路很难

正常运行,为此有必要对驱动响应系统 (1), (2), (4)
作一些适当地变换,这样做的目的有两方面: 一是
通过线性缩放,使得状态变量的变化范围在集成电
路允许的工作的电压范围内; 二是简化电路设计,
尽量减少元件和集成电路. 我们采用线性电阻、线
性电容、运算放大器、模拟乘法器来实现 T混沌
系统的同步 [18−20]. 图 7为 T混沌系统 (1)的电路
实现原理图 (系统 (2), (4)的电路原理图和图 7设计
相仿,此处因篇幅原因略).
其相应电路方程为

dUx

dt
=

R9

R11C1R25
Uy −

R9R12

R11C1R10R19
Ux,

dUy

dt
=

R23

R13C2R1
Ux −

R23

R13C2R22
UxUz,

dUz

dt
=

R20

R17C3R6
UxUy −

R20

R17C3R7R2
Uz,

Ux = x, Uy = y, Uz = z,

其中电阻值,电容值的取值见图 7,仿真结果见图 8,
图 9.
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图 7 T混沌系统电路原理图 (a)状态 x的电路实现原理图; (b)状态 y的电路实现原理图; (c)状态 z的电路实现原理图

图 8 驱动系统与参数已知的响应系统同步 (a) x-x̂平面; (b) t-x, x̂平面
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图 9 驱动系统与参数未知的响应系统同步 (a) z-ẑ平面; (b) t-z, ẑ平面

由图 8 可以看出, 经过图 7 所示的 T 混沌系
统的电路仿真,对于驱动系统 (1),当响应系统分为
(2), (4) 时, 驱动系统状态变量 x, z 与响应系统变
量 x̂, ẑ达到同步,其 x(z)-x̂(ẑ)曲线为过原点的直线
x(z) = x̂(ẑ), 相应地也可以从时间状态图中看到两
变量曲线的同步,这也表明电路仿真结果与理论分
析结果符合.

5 结 论

本文通过符号与数值运算,分析和计算了 T混

沌系统的平衡点稳定性,分岔图, LE谱, Poincare截
面等. 同时针对参数已知和参数未知的混沌系统,
结合反馈控制法设计了两个非线性反馈控制器,实
现了 T混沌系统的同步.并运用Multisim对该混沌
系统同步进行电路设计与实验, 给出了实验结果.
电路实验与理论分析完全相符,从而证实了该方法
的可行性及可实现性.
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Abstract
The stability of equilibrium of a T chaotic system is analyzed, and the system bifurcation, Lyapunov exponent, Poincare section

with numerical analysis are studied. Also, the synchronization problem with T chaotic systems with known or unknown parameters

is studied in this paper. According to the Lyapunov function, feedback controller of the system is designed and has been proved.
An electronic circuit is designed to realize the controller using Multisim. The simulation results demonstrate the effectiveness and
realizableness of the proposed method.
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