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一类四维多翼混沌系统及其电路实现
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提出了一种产生多翼蝴蝶混沌吸引子的新方法. 基于三维 Lorenz系统,通过增加一个状态变量和一个分段线性

函数,构造出一个四维多翼混沌系统.分析了系统的平衡点和 Lyapunov指数谱.最后,设计出一个模拟电路,进行了

电路实验. 电路实验结果与数值仿真结果相一致,验证了该方法的可行性和有效性.
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1 引 言

自 1963 年 Lorenz 提出第一个混沌模型以

来 [1], 人们对非线性系统中的混沌现象产生了极

大的兴趣. 1999 年, Chen 等利用反控制方法发现

了一种与 Lorenz系统对偶的混沌系统,称为 Chen

系统 [2]. 2002年, Lü等相继发现了 Lü系统 [3] 和统

一混沌系统 [4]. 2003年, Liu等 [5] 构造了一个四翼

混沌系统,尽管被证明是假的四翼混沌系统 [6], 但

却引起了人们对构造四翼 [7−17] 和多翼混沌系统
[18−25]的兴趣.

目前,人们已能很容易地构造出四翼混沌系统.

但是对于多翼混沌系统的构造, 研究还较少, 且对

于构造该类混沌系统仍然具有挑战. 文献 [18, 19]

和文献 [20] 分别基于多项式变换和 Julia 过程, 构

造了能产生环形多翼蝴蝶吸引子的混沌系统;文献

[21]通过构造异宿环,得到了能产生网格多翼蝴蝶

吸引子的混沌系统,但文献 [18—21]所构造的混沌

系统的代数形式十分复杂,电路实现困难.文献 [22,

23]通过对两翼超混沌系统进行平移变换、镜像映

射和滞回切换的操作, 构造了一类能产生 2n 翼蝴

蝶吸引子的超混沌系统, 但随着翼数的增加, 系统

代数形式越复杂,电路实现越困难.文献 [24, 25]通

过增加指标 2平衡点,使两翼混沌系统产生多翼蝴

蝶混沌吸引子,但设计的增加系统指标 2平衡点的

非线性函数的参数不固定,要产生不同数量的蝴蝶

混沌吸引子, 其参数的个数和大小都要改变, 且没

有递推公式, 只能通过数值仿真获得, 这给系统构

造和电路实现带来困难,且容易出错.

本文在三维 Lorenz系统基础上,通过增加一个

状态变量 w和一个分段线性函数 f (w), 构造了一

个代数形式简单、电路容易实现的四维多翼混沌

系统.分析了系统平衡点,并对系统 Lyapunov指数

谱进行了数值仿真研究. 最后, 对系统进行了硬件

电路实验. 电路实验结果与数值仿真结果相一致.

2 四维多翼混沌系统的构造

在三维 Lorenz 系统基础上, 通过增加一个关

于 w 的一阶微分方程, 并引入一个分段线性函数

f (w),构造了一个新的四维自治系统

ẋ = a(y− x) ,

ẏ = cx− y−dxz,

ż = dxy−bz,

ẇ = a(y−w− f (w)) ,

(1)
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其中, 系统参数 a = 10, b = 8/3, c = 28, d = 16,

f (w)为分段线性函数,其数学表达式为

f (w) =
N

∑
n=0

n [sgn(w+2n+1)− sgn(w+2n−1)],

(2)

其中, N ∈M = {0,1,2, · · ·}.

当 N = 2 时, 系统 (1) 的四个 Lyapunov 指

数值分别为 LE1 = 0.8733, LE2 = −0.0316, LE3 =

−9.9409, LE4 = −14.5675. 显然, 系统 (1) 的最大

Lyapunov指数 LE1 = 0.8733 > 0, 系统处于混沌状

态. 系统 (1)能产生 2(N +1)翼蝴蝶混沌吸引子,其

在 w-z相平面上的两翼、四翼、六翼和八翼蝴蝶混

沌吸引子如图 1所示.

图 1 在 w-z相平面上,系统 (1)产生的多翼蝴蝶混沌吸引子 (a)两翼; (b)四翼; (c)六翼; (d)八翼

3 基本动力学行为分析

令 ẋ = ẏ = ż = ẇ = 0,得

a(y− x) = 0,

cx− y−dxz = 0,

dxy−bz = 0,

a(y−w− f (w)) = 0.

(3)

解方程 (3),得系统 (1)平衡点:

S1n = (0,0,0, fn) ,

S2n =

(√
b(c−1)

d
,

√
b(c−1)

d
,

c−1
d

,

√
b(c−1)

d
− fn

)
,

S3n =

(
−
√

b(c−1)
d

,−
√

b(c−1)
d

,

c−1
d

,−
√

b(c−1)
d

− fn

)
,

其中, fn =−2n, n = 0,1, · · · ,N.

在平衡点 S∗ = (x∗,y∗,z∗,w∗) 处, 线性化系统
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(1),得雅可比矩阵

J =


−a a 0 0

c−dz∗ −1 −dx∗ 0

dy∗ dx∗ −b 0

0 a 0 −a−aF (w∗)

 ,

其中 x∗, y∗, z∗, w∗表示平衡点 S1n, S2n, S3n 的坐标,

F (w∗)

=
d f (w)

dw

∣∣∣∣
w=w∗

=

d
N
∑

n=0
n [sgn(w+2n+1)− sgn(w+2n−1)]

dw

∣∣∣∣∣∣∣∣
w=w∗

=

(
d

N

∑
n=0

n{ε (w+2n+1)− ε [−(w+2n+1)]

−ε (w+2n−1)+ ε [−(w+2n−1)]}
)
/dw

∣∣∣∣
w=w∗

=
N

∑
n=0

n{δ (w∗+2n+1)−δ [−(w∗+2n+1)]

−δ (w∗+2n−1)+δ [−(w∗+2n−1)]} ,

其中, ε (·)表示阶跃函数, δ (·)表示脉冲函数. 从系

统平衡点 S1n, S2n, S3n 可以看出 w∗ ̸=−(2n±1),因

此 F (w∗) =
d f (w)

dw

∣∣∣∣
w=w∗

= 0.

把平衡点 S1n = (0,0,0, fn), 代入特征方程

det(J−λ I) = 0, 得到四个特征值分别为 λ1 =

−20.00, λ2 = 11.83, λ3 = −22.83, λ4 = −2.67,由于

λ1, λ3 和 λ4 为负实数, λ2 为正实数, 故平衡点 S1n

为不稳定的鞍点.

把平衡点 S2n =

(√
b(c−1)

d
,

√
b(c−1)

d
,

c−1
d

,√
b(c−1)

d
− fn

)
, 代入特征方程 det(J−λ I) = 0,

得到四个特征值分别为 λ1 = −20.00, λ2,3 =

0.09± 10.20i, λ4 = −13.84, 由于 λ1 和 λ4 为负实

数, λ2,3 为具有正实部的共轭复数根,故平衡点 S2n

为不稳定的鞍焦点. 通过计算知平衡点 S3n 与平衡

点 S2n 具有相同的特征值,因此平衡点 S3n 也是不

稳定的鞍焦点.

以 N = 2为例, 给出了系统 (1)随参数 b变化

的 Lyapunov 指数谱, 如图 2 所示. 从图 2 知, 在

b ∈ [0.73,3]时, LE1 > 0, LE2 ≈ 0, LE4 < LE3 < 0,因

此系统 (1)处于混沌状态.

图 2 系统 (1)随参数 b变化的 Lyapunov指数谱

4 四维多翼混沌系统的电路实现

利 用 运 算 放 大 器 UA741CN、 乘 法 器
AD633JN、电阻和电容对系统 (1) 进行硬件电路
实验. 其中,乘法器 AD633的增益为 0.1,运算放大
器 UA741CN 的电源电压为 E = ±15 V, 其输出饱
和值 Vsat ≈±13.5 V.
根据系统 (1)和 (2)式,设计的可以产生两翼、

四翼和六翼蝴蝶混沌吸引子的电路,如图 3所示.
根据图 3得到如下电路方程:

dx
dt

=
1

R0C0

(
R
R2

y− R
R1

x
)
,

dy
dt

=
1

R0C0

(
R
R5

x− R
R3

y− R
10R4

xz
)
,

dz
dt

=
1

R0C0

(
R

10R7
xy− R

R6
z
)
,

dw
dt

=
1

R0C0

(
R
R8

y− R
R9

w− R
R10

f (w)
)
.

(4)

令时间常数 τ = t/10R0C0,则 (4)式变为

dx
dτ

= 10
(

R
R2

y− R
R1

x
)
,

dy
dτ

= 10
(

R
R5

x− R
R3

y− R
10R4

xz
)
,

dz
dτ

= 10
(

R
10R7

xy− R
R6

z
)
,

dw
dτ

= 10
(

R
R8

y− R
R9

w− R
R10

f (w)
)
.

(5)

取 R= 10 kΩ,根据系统 (1)和 (5)式得 R3 = 100
kΩ, R5 = 3.57 kΩ, R6 = 37.5 kΩ, R4 = R7 = 625 Ω,
R1 = R2 = R8 = R9 = R10 = 10 kΩ.
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图 3 产生多翼蝴蝶混沌吸引子的电路图

在图 3 中, R0C0 为时间尺度变化因子, 为了
便于观察波形, 需调整 R0C0. 实验发现, 调整
R0C0 = 10−4, 可观察到较好的波形. 此时, 可取
R0 = 10 kΩ, C0 = 10 nF,其电路模拟实验结果如图 4
所示.
当 N = 0,即开关 k1—k4 全部断开时,

f (w) = 0, (6)

此时, 电路产生两翼蝴蝶混沌吸引子, 如图 4(a)
所示.
当 N = 1,即开关 k1, k3 闭合, k2, k4 断开时,

f (w) = sgn(w+3)− sgn(w+1)

=
|Vsat|Rg

Re

[
sgn
(

w− Rd

Rb +Rd
E−
)

−sgn
(

w− Rd

Rc +Rd
E−
)]

, (7)

此时, 电路产生四翼蝴蝶混沌吸引子, 如图 4(b)

所示.

当 N = 2,即开关 k1, k2, k4 闭合, k3 断开时,

f (w) = 2sgn(w+5)− sgn(w+3)− sgn(w+1)

=
|Vsat|Rg

Rf
sgn
(

w− Rd

Ra +Rd
E−
)

−
|Vsat|Rg

Re

[
sgn
(

w− Rd

Rc +Rd
E−
)

+sgn
(

w− Rd

Rb +Rd
E−
)]

, (8)

此时, 电路产生六翼蝴蝶混沌吸引子, 如图 4(c)

所示.

取 Rg = Rd = 1 kΩ, 根据 (6), (7), (8) 式, 可得

Ra = 2 kΩ, Rb = 4 kΩ, Rc = 14 kΩ, Re = 13.5 kΩ,

Rf = 6.75 kΩ.

从图 4和图 1可以看出,电路实验结果与数值

仿真结果相一致.

图 4 电路实验结果 (a)两翼; (b)四翼; (c)六翼
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5 结 论

提出了一种在 Lorenz系统上生产多翼蝴蝶混

沌吸引子的新方法. 该方法构造的混沌系统的代数

形式简单,且电路实现更容易. 通过理论分析,呈现

出了系统的混沌特性. 模拟电路产生的多翼蝴蝶混

沌吸引子与数值仿真结果一致. 同时, 该方法还可
用于其他四维多翼混沌系统的设计而不失一般性.
由于多翼蝴蝶混沌吸引子较一般的单翼或两翼蝴

蝶混沌吸引子的动力学行为更复杂, 因此, 该系统
在工程上具有更大的应用价值,尤其是在保密通信
中的应用.
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Abstract
A new method to generate multi-wing butterfly chaotic attractors is presented. Based on the three-dimensional Lorenz system,

in this paper we propose a four-dimensional multi-wing chaotic system by appending a state variable and a piecewise linear function.
The equilibrium points and Lyapunov exponent spectra of the system are studied. Furthermore, an electronic circuit is designed to

implement the system. The experimental results are in agreement with numerical simulation results, which verify the feasibility and
availability of this method.
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