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复杂网络时空混沌同步的 Backstepping设计*
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利用 Backstepping设计进行了复杂网络时空混沌的同步研究.首先将实现两个混沌系统同步的 Backstepping设

计推广到由 m个时空混沌系统构成任意结构的复杂网络的同步研究中. 进一步依据稳定性理论确定了网络同步时

配置系数和控制增益满足的关系.整个网络实现同步仅需要在网络中的一个节点施加控制输入即可.进一步通过仿

真实验验证了同步机理的有效性.
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1 引 言

自Winfree开创性地研究了有限个具有相互作
用的振子构成耦合系统的同步特性以来 [1],有关耦
合系统的网络同步化现象逐步激发了人们的研究

兴趣. 1998年, Watts和 Barabási等建立了小世界网
络以及无标度网络模型并研究了其网络特性,使复
杂网络模型更加地贴近实际系统 [2,3]. 同年, Pecora
以及 Carroll利用主稳定函数法进行了连续时间耦
合网络的混沌同步研究 [4],引起了人们对复杂网络
混沌同步问题的进一步关注. 在进行复杂网络同
步的理论研究的同时,人们发现网络同步在信息通
信、物理学、计算机以及互联网等诸多应用领域

具有广泛的实用性, 因此, 近年来复杂网络的同步
研究已逐步成为网络理论的一个重要分支. 迄今,
国内外学者提出了许多有效的网络同步方法,完成
了随机网络、小世界网络、无标度网络、规则网

络以及大量的实际网络的完全同步 [5−11]、时滞同

步 [12,13]、相同步 [14−17]以及广义同步 [18,19].
复杂网络的混沌同步研究与两个混沌系统之

间的同步问题相比较要复杂得多. 除了网络自适应
同步以外, 一般情况下, 需要在复杂网络的每一个
节点都加入相应的控制输入或控制器. 而复杂网络
本身包含有大量的节点,这就导致了网络的同步代

价较大. 因此, 尽可能地减少网络同步控制输入或

控制器的数目是应用领域期望的目标.

Backstepping设计是同步两个混沌系统时减少

控制输入或控制器数目的有效手段,其同步技术已

相对成熟.但是利用 Backstepping设计实现复杂网

络同步的报道还比较少见. 本文利用 Backstepping

设计进行了复杂网络时空混沌的同步研究.首先将

实现两个混沌系统同步的 Backstepping 设计推广

到由 m个时空混沌系统构成任意结构的复杂网络

的同步研究中. 进一步依据稳定性理论确定了网络

同步时配置系数和控制增益满足的关系.整个网络

实现同步仅需要在网络中的一个节点施加控制输

入即可.进一步通过仿真实验验证了同步机理的有

效性.

2 网络同步的 Backstepping设计

考虑时空混沌系统的一般形式

∂x(r, t)
∂ t

= f (x(r, t)), (1)

其中 x(r, t) ∈ Rn 为系统的状态变量, f : Rn → Rn.

取 m个时空混沌系统 (1)作为节点构成一个任

意结构的复杂网络. 网络中第 i个节点所满足的状
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态方程为

∂xi(r, t)
∂ t

= f (xi(r, t))+ξ
m

∑
j=1

ci jG(x j(r, t)), (2)

其中 G(x j(r, t)) 是网络节点之间的耦合函数, ξ 为
耦合强度因子. ci j 表示网络耦合矩阵的矩阵元,它
的具体表示因网络的拓扑结构而异. 这里以单变
量单向链式网络为例说明网络的同步机理. 此时,
耦合函数 G(x j(r, t)) = x j(r, t), 耦合矩阵具有下列
表示:

C =



−1 1 0 · · · 0

0 −1 1 · · · 0

0 0 −1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · 0


. (3)

仅对网络中的一个节点施加控制输入 u(r, t),
并假设此控制输入施加在网络的第 m个节点上,即
网络的终端. 定义网络节点之间状态变量的误差

ei(r, t) = xi+1(r, t)− xi(r, t),

(i = 1,2, · · · ,m−1). (4)

构建此网络的第一个部分 Lyapunov函数

V1 =
1
2

z2
1, (5)

这里定义 z1 = e1(r, t).
通过 (5)式,可以得到下列关系:

∂V1

∂ t
= z1

∂ z1

∂ t

=−σz2
1 + z1

(
σz1 +

∂ z1

∂ t

)
, (6)

这里 σ 为大于零的常量.

定义 z2 = σz1 +
∂ z1

∂ t
, 并构建网络的第二个部

分 Lyapunov函数

V2 =V1 +
1
2

z2
2. (7)

利用 (7)式可以求得 V2 的导数关系式

∂V2

∂ t
=

∂V1

∂ t
+ z2

∂ z2

∂ t

=−σz2
1 −σz2

2 + z2

(
z1 +σz2 +

∂ z2

∂ t

)
. (8)

同理,构建的网络第 i个部分 Lyapunov函数具有下
列形式:

Vi =Vi−1 +
1
2

z2
i . (9)

并且利用 (9)式得到
∂Vi

∂ t
=

∂Vi−1

∂ t
+ zi

∂ zi

∂ t

=−σ
i

∑
j=1

z2
j + zi

(
zi−1 +σzi +

∂ zi

∂ t

)
. (10)

依此类推, 最终定义 zm−1 = zm−3 + σzm−2 +
∂ zm−2

∂ t
,构造整个网络的 Lyapunov函数

Vm−1 =Vm−2 +
1
2
(ηzm−2 + zm−1)

2, (11)

式中 η 为配置系数. 这样,由 (11)式可以得到

∂Vm−1

∂ t
=

∂Vm−2

∂ t
+(ηzm−2 + zm−1)

×
(

η
∂ zm−2

∂ t
+

∂ zm−1

∂ t

)
=−σ

m−2

∑
j=1

z2
j + zm−2zm−1

+(ηzm−2 + zm−1)

(
η

∂ zm−2

∂ t
+

∂ zm−1

∂ t

)
=−σ

m−2

∑
j=1

z2
j + zm−2zm−1

+(ηzm−2 + zm−1)(H(x1,x2, · · · ,xm)

+ξ m−2u(r, t)), (12)

其中的表达式 η
∂ zm−2

∂ t
+

∂ zm−1

∂ t
在考虑到 zi 的

定义后, 可以展开为含有 ξ m−2u(r, t) 的一项和
其余的一个关于 xi(r, t) 的函数, 将此函数记作
H(x1,x2, · · · ,xm).
当网络控制输入的形式满足

u(r, t) =−ξ−(m−2)[H(x1,x2, · · · ,xm)

+ρ(ηzm−2 + zm−1)], (13)

其中 ρ 为控制增益.
(12)式可以简化为

∂Vm−1

∂ t
=−σ

m−2

∑
j=1

z2
j + zm−2zm−1 −ρ(ηzm−2 + zm−1)

2

=−σ
m−3

∑
j=1

z2
j − [σ +ρη2 − (2ρη −1)2]z2

m−2

−
(

ρ − 1
4

)
z2

m−1

−
[
(2ρη −1)zm−2 +

1
2

zm−1

]2

. (14)

当配置系数 η 和控制增益 ρ 满足下列关系:

σ +ρη2 − (2ρη −1)2 > 0, (15)
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ρ − 1
4
> 0. (16)

存在
∂Vm−1

∂ t
< 0. 基于 Lyapunov定理,整个网络节

点与节点之间实现了混沌同步.

3 仿真实验

以描述湍流、流体流动与传热等诸多实际物

理过程的 Burgers方程为例进行上述同步原理的仿

真实验. Burgers方程是对流扩散方程,其本身能够

呈现丰富的时空动力学行为.一维 Burgers方程的

线性化模型可以用下列状态方程表示 [20]

∂x(r, t)
∂ t

=−k
∂x(r, t)

∂ r
+∇2x(r, t), (17)

其中 k 为系统参量, x(r, t) 为系统的状态变量,

∇2 = ∂ 2/∂ r2.

通过计算 Burgers 方程的最大 Lyapunov 指数

可以量度系统运动轨迹发散和收敛的程度, 以此

判定系统所呈现的动力学行为. 这里, 任选系统的

空间线度为 L = 100, 边界限定为周期性边界条件

x(r, t) = x(r + L, t), 计算 Burgers 方程的最大 Lya-

punov 指数随系统参量 k 的演化关系如图 1 所示.

图 1 显示 Burgers 方程的最大 Lyapunov 指数存在

大于零的区域, 表明在该区域内取参量 k 值, 系统

将呈现时空混沌行为.参量 k = 4时系统状态变量

随时空演化的混沌规律如图 2所示.

图 1 Lyapunov指数随参量 k的演化

以 m个 Burgers方程 (17)作为网络节点,按 (2)

式的连接构成单向链式网络,耦合矩阵 C 由 (3)给

出.仿真实验节点数 m = 3时,网络节点之间耦合矩

阵C的具体表示是

C =


−1 1 0

0 −1 1

0 0 0

 . (18)

网络终端第三个节点所施加的控制输入的

形式由 (13) 式确定, 三个节点 Burgers 方程状

态变量分别取 x1(r, t), x2(r, t), x3(r, t). 定义网络

节点之间状态变量的误差 e1 = x2(r, t)− x1(r, t),

e2 = x3(r, t)− x2(r, t), 选取网络参量 σ = 1, ξ = 1,

控制增益取 ρ = 1, 配置系数 η 的数值选取满足
(15)式的约束. 任选时间序列为 5时进行网络的耦

合连接,仿真模拟网络误差随时空的演化结果如图

3和图 4所示. 图 3和图 4显示,由于网络三个节点

状态方程耦合前状态变量所取的初始值不同,因此,

其误差随时空的演化差异明显. 但在网络耦合连接

后,网络所有误差变量经过一个暂态过程后均趋于

零,整个网络表现出稳定的同步性能.

图 2 状态变量 x(r, t)的时空演化

图 3 节点 1和 2之间误差变量的时空演化
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图 4 节点 2和 3之间误差变量的时空演化

仿真分析还发现,网络规模的大小对网络同步
的稳定性没有明显影响.我们对网络节点数 m = 3
以及网络节点数 m = 50时的同步仿真结果进行了
比较. 图 5是三个 Burgers方程作为网络节点在空
间任一格点的误差变量 ei(r, t)(i = 1,2)随时间的演

图 5 节点误差变量的时间演化 (m = 3)

图 6 节点误差变量的时间演化 (m = 50)

化规律.图 6是 50个 Burgers方程作为网络节点在
空间任一格点的误差变量 ei(r, t)(i = 1,2, · · · ,49)随
时间的演化规律. 仿真结果显示, 在网络其它参量
取值保持不变的情况下,两者的同步速率以及误差
曲线的稳定性等网络同步性能指标无明显差别.

4 结 论

利用 Backstepping 设计进行了复杂网络时空
混沌的同步研究.首先将实现两个混沌系统同步的
Backstepping设计推广到由m个时空混沌系统构成

任意结构的复杂网络的同步研究中. 进一步依据稳
定性理论确定了网络同步时配置系数和控制增益

满足的关系. 以描述诸多实际物理过程的 Burgers
方程作为网络节点进行同步原理的仿真实验. 研究
结果表明, 仅在网络的一个节点施加控制输入, 就
可以实现整个网络的时空混沌同步. 并且, 网络规
模的大小不影响网络同步的稳定性.
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Abstract
Spatiotemporal chaos synchronization of complex networks by Backstepping design is investigated. Backstepping design is

extended from synchronization between two chaotic systems to the synchronization of complex network constituted spatiotemporal
chaotic systems. The relation between the configuration coefficient and the control gain is identified according to the stability theory.
When the control input is added to any node of the network, the network synchronization is realized. Furthermore, simulation is made

to verify the effectiveness of the synchronization mechanism.
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