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应用同伦分析法研究无限长柱体内角毛细流动解析近似解问题,给出了级数解的递推公式. 不同于其他解析近

似方法,该方法从根本上克服了摄动理论对小参数的过分依赖,其有效性与所研究的非线性问题是否含有小参数无

关,适用范围广. 同伦分析法提供了选取基函数的自由,可以选取较好的基函数,更有效地逼近问题的解,通过引入

辅助参数和辅助函数来调节和控制级数解的收敛区域和收敛速度,同伦分析法为内角毛细流动问题的解析近似求

解开辟了一个全新的途径. 通过具体算例,将同伦分析法与四阶龙格库塔方法数值解做了比较,结果表明,该方法具

有很高的计算精度.
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1 引 言

在微重力环境下,带有内角的容器中的液体会

沿着内角流动,这种流动就称作微重力下容器内角

处的毛细流动. 目前, 毛细流动问题受到了广泛研

究,因为在微重力环境下内角相当于为液体提供了

流动的 “管道”, 并且这种流动是自发的, 所以这种

内角结构在航天工程中经常被用来进行流体管理.

比如燃料储箱中蓄液池以及导流板的应用,都是依

据这种内角处的毛细流动原理.

在无限长柱体内角处毛细流动的动力学研究

方面, Washburn进行了开创性的理论研究 [1],研究

表明当仅考虑毛细驱动力和黏性阻力的平衡时液

体界面的爬升距离与时间的二分之一次方成正比,

这个关系式就是现在被大家所熟知的Washburn方

程. Hu等 [2,3] 利用落塔实验研究了在满足、接近、

不满足 Concus-Finn 条件三种情况下, 液体初始体

积对内角处毛细流动的影响,得到了各条件下毛细

爬升高度随微重力时间变化的曲线,发现在一定微

重力时间内液体在内角处爬升的高度随液体初始

体积的增大而增大的现象. 1995年 Dong等 [4]用理

论分析和实验的方法研究了边长为 0.3—0.5 mm的
方形微管中的毛细流动问题,以流动液面的截面为
变量, 通过有限元方法求解热传导方程, 得到了内
角流动的二次解, 但由于曲率半径计算的限制, 该
方法不能应用于复杂几何形状. Wei 等 [5] 推广了

Dong的方法,通过修正曲率半径的计算,寻找截面
与曲率半径的关系,使其可以应用于不同接触角、
不同二面角的情形,并修正了最小二乘有限元方法
的问题,获得了内角流动的二次解并进行了毛细管
和落塔实验验证. Weislogel等 [6] 全面研究了微重

力环境下无限长柱体内角处的毛细流动问题,给出
了不同情况下内角流动的非线性动力学方程,用数
值解进行了求解并且利用短时微重力落塔实验进

行了验证.
目前关于无限长柱体内角处毛细流动非线性

动力学方程的求解尚无详尽的解析近似解研究,均
采用数值解的方法. 关于非线性动力学方程的解析
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近似求解常采用摄动法如 L-P法、KBM法、多尺
度法和平均法等,但这些方法对弱非线性系统是有
效的, 而对强非线性系统则难以应用. 廖世俊 [7]基

于代数拓扑学中连续映射的概念, 提出了一种新
的求解非线性问题解析解的方法—–同伦分析法.
不同于所有已知的解析近似方法, 同伦分析法通
过引入辅助参数和辅助函数来调节和控制级数解

的收敛区域和收敛速度, 该方法对强、弱非线性
系统都适合, 已成功解决工程技术中的许多非线
性问题 [8−16].
本文采用同伦分析法求解了Weislogel建立的

毛细流动非线性动力学方程,以级数解的形式获得
了内角流动的近似解析解,并给出了级数解的递推
公式.

2 同伦分析法基本思想

Weislogel建立了三种情况下的毛细流动非线
性动力学方程,可以概括为

y(x)ÿ(x)+2ẏ2(x)+αxẏ(x)+βy(x) = 0. (1)

边界条件为

y(1) = 0, ẏ(1) =−0.5. (2)

当 α = 1, β = 0 时, 为文献 [6] 的毛细上升情
况;当 α = 2, β = 1时,为文献 [6]的液滴扩展情况;
当 α = 3, β =−1时,为文献 [6]的恒定流情况.
根据方程 (1),定义非线性算子

N[Φ(x;q)] =Φ(x;q)
∂ 2Φ(x;q)

∂x2 +2
[

∂Φ(x;q)
∂x

]2

+αx
∂Φ(x;q)

∂x
+βΦ(x;q), (3)

其中, q ∈ [0,1]为嵌入变量, Φ(x;q)是未知函数 y(x)

的映射. 根据传统的同伦方法,廖世俊 [7] 构造了零

阶形变方程

(1−q)ℓ[Φ(x;q)− y0(x)] = qh̄HN[Φ(x;q)], (4)

该方程满足边界条件

Φ(1;q) = 0,
∂Φ(x;q)

∂x
|x=1 =−0.5, (5)

其中, h是非零的辅助算子, H(x)为辅助函数, ℓ为
辅助的线性算子, y0(x) 是 y(x) 的初始猜测解. 由
于参数的选择是十分自由的. 当 q = 0和 q = 1时,
可得

Φ(x;0) = y0(x),

Φ(x;1) = y(x). (6)

当 q 从 0 变化到 1 时, Φ(x;q) 从初始值 y0(x)

变化到 (1)式的解 y(x).
根据 (1)式,选取线性辅助算子

ℓ[Φ(x;q)] =− x2

2
∂ 2Φ(x;q)

∂x2

+ x
∂Φ(x;q)

∂x
−Φ(x;q). (7)

该线性算子具有性质

ℓ⌊C1x+C2x2⌋= 0, (8)

其中, C1, C2 为任意常数. 根据边界条件 (2)式, 初
始值 y0(x)设为

y0(x) = σ +(1/2−2σ)x+(σ −1/2)x2, (9)

其中 σ 为未知常数. 利用泰勒展开定理,将 Φ(x;q)

展开成关于 q的幂级数

Φ(x;q) = y0(x)+
∞

∑
n=1

yn(x)qn, (10)

其中

yn(x) =
1
n!

∂ nΦ(x;q)
∂qn |q=0. (11)

如果辅助参数 h̄、辅助函数 H(x)和未知常数

选取合适的值,则当 q = 1时, (10)式能够收敛, 则
可得

y(x) = y0(x)+
+∞

∑
n=1

yn(x)≈ y0(x)+
m

∑
n=1

yn(x), (12)

(12) 式必定是非线性方程 (1) 的某一个解. 定
义矢量

Ym = {y0(x), y1(x), · · · ,ym(x)}.

对前面求得的零阶形变方程 (4)求辅助参数 q的 n

阶导数,再令 q = 0,然后除以 n!,可得 n阶形变方程

ℓ[yn(x)−χnyn−1(x)] = h̄H(x)Rn(Yn−1). (13)

该方程满足边界条件

yn(1) = 0, ẏn(1) = 0, n > 1, (14)

其中

Rn(Yn−1) =
1

(n−1)!
dNn−1[Φ(x;q)]

dqn−1 |q=0

=
n−1

∑
j=0

y j(x)ÿn−1− j(x)+2
n−1

∑
j=0

ẏ j(x)ẏn−1− j(x)

+αxẏn−1(x)+βyn−1(x) (15)
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和

χn =

 0, n 6 1,

1, n > 1.
(16)

根据解表达原则和系数遍历性原则 [7] 可以令

辅助函数 H(x)为

H(x) = xk, (17)

其中 k为整数,研究中我们发现 k 6 2时, yn(x)中含

有 ln(x)项,为了避免出现 ln(x)项,取

H(x) = x3. (18)

通过求解方程 (13),我们发现 yn(x)可以表达成

yn(x) =
3n+2

∑
j=0

an, jx j, (n > 0), (19)

其中 an, j 为系数,将 (19)式代入到方程 (13)中,得
到如下递推公式 (n > 1):

an,0 ≡0, (20a)

an,1 =−
3n+2

∑
j=2

an, j, (20b)

an,2 =−
3n+2

∑
j=3

( j−1)an, j, (20c)

an, j =χnχ3n+1− jan−1, j

−
2h̄[α( j−3)+β ]χ j−1an−1, j−3

( j−2)( j−1)

− 2h̄
( j−2)( j−1)

×
n−1

∑
k=0

min( j−2,3k+2)

∑
r=max(0, j−3n+3k)

[ak,ran−1−k, j−1−r(r+ j

−2)( j− r−1)], j > 3. (20d)

3 收敛性证明

若级数解 (12)收敛,必有

lim
m→+∞

ym(x) = 0,

则由 (7)式,可得

ℓ⌊ lim
m→+∞

ym(x)⌋= 0.

根据 (13)式和 (16)式,有

h̄H(x)
+∞

∑
n=1

Rn(Yn−1) = ℓ[ym(x)],

从而可使

h̄H(x)
+∞

∑
n=1

Rn(Yn−1) = ℓ
[

lim
m→+∞

ym(x)
]

成立. 由于 h̄ ̸= 0, H(x) ̸= 0,所以
+∞

∑
n=1

Rn(Yn−1) = 0.

将 (15)式代入上式,可得[ +∞

∑
n=0

yn(x)
][ +∞

∑
n=0

ÿn(x)
]
+2

[ +∞

∑
n=0

ẏn(x)
]2

+αx
+∞

∑
n=0

ẏn(x)+β
+∞

∑
n=0

yn(x) = 0. (21)

根据 (9)和 (14)式,则
+∞

∑
n=0

yn(1) = 0,
+∞

∑
n=0

ẏn(1) =−0.5. (22)

将方程 (21), (22) 和方程 (1), (2) 进行比较, 显
然, 收敛级数 (12) 必是毛细流动非线性动力学方
程之解.

4 计算结果分析

通过上述分析可知,仅需选择合适的辅助参数
σ 和 h̄时, 可确保级数解 (12)收敛. 将级数解 (12)
代入到方程 (1) 中, 取平方后在区域 [0,1] 上积分,
可得平方残差为

Em =
∫ 1

0

{ m

∑
n1=0

yn1(x)
m

∑
n2=0

ÿn2(x)

+2
[ m

∑
n=0

ẏn(x)
]2

+αx
m

∑
n=0

ẏn(x)

+β
m

∑
n=0

yn(x)
}2

dx. (23)

图 1为毛细上升,液滴扩展和恒定流三种毛细
流动情况下,取前 5阶级数解时,方程 (1)的平方残
差 Em 和 h̄, σ 的关系曲线图.
从图 1 可以看出, 当毛细上升情况下, Em 的

最小值在 h̄ ∈ [−0.02,0], σ ∈ [0.34,0.36] 范围内,
级数解在该区域内收敛, 逼近于精确解; 当液
滴扩展情况下, Em 的最小值在 h̄ ∈ [0.72,0.74],
σ ∈ [0.49,0.51] 范围内; 当恒定流情况下, Em 的最

小值在 h̄ ∈ [−0.20,−0.10], σ ∈ [1.10,1.25] 范围内.
为了精确获得最小平方残差位置,方程 (23)的极值
点为

∂Em

∂ h̄
= 0,

∂Em

∂σ
= 0. (24)
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联立求解方程 (24)即可得到 h̄和 σ 的值.表 1
为不同阶数下, 三种流动形式取最小平方残差时,
y(0)的同伦分析法计算结果与龙阁库塔 (R-K)数值
计算结果的对比. 从表 1可以看出当级数 n > 4时,
级数解就开始收敛,所以在毛细流动动力学方程计

算中,取阶数 n = 5.
图 2为取阶数 n = 5时,三种毛细流动情况下

y(x)的同伦解析近似解与 R-K数值解对比图,由图
2可知,应用同伦分析法得到的解析近似解与数值
法求得的解是相当符合的.

图 1 三种毛细流动形式,前 5阶级数解的平方残差 Em 与 h̄和 σ 的关系曲线图 (a)毛细上升; (b)液滴扩展; (c)恒定流

表 1 y(0)的 n阶同伦近似解与龙阁库塔 (R-K)数值计算结果的比较

n
α = 1, β = 0 α = 2, β = 1 α = 3, β =−1

h̄ σ h̄ σ h̄ σ

1 −1.027600161 0.339875047 −0.343142732 0.499985502 −0.095531774 1.197882777

2 −3.045104944 0.340710560 −0.069763606 0.499998862 −0.119465754 1.197915014

3 −0.289956695 0.344440853 0.106137746 0.500000227 −0.159398989 1.197966455

4 −0.362479346 0.344952288 −0.178454759 0.5000000012 −0.239425043 1.198061062

5 −0.725307192 0.345162924 −0.214825791 0.500000000 −0.466902382 1.199299349

R-K – 0.345163300 — 0.5 — 1.199299419
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图 2 三种毛细流动形式, y(x)的前 5阶同伦解析近似解曲线

5 结 论

本文应用同伦分析方法获得了微重力环境下

无限长柱体内角毛细流动的解析近似解并给出了

级数解的递推公式. 同伦分析方法为我们提供了一
个方便的方法来控制渐进级数的收敛,这是同伦分
析方法和其他方法根本性的区别.从同伦分析法与
四阶龙格库塔法的计算结果比较表明,同伦分析法
具有较好的计算精度.
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Abstract
The capillary flow in interior corners of infinite long cylinder under microgravity environment is investigated by the homotopy

analysis method (HAM). Different from other approximate computational method, the HAM totally depends on small physical pa-
rameters, and thus it is suitable for most nonlinear problems. The HAM provides us with a great freedom to choose basis functions
of solution series, so that a nonlinear problem can be more effectively approximated. The HAM can adjust and control the conver-

gence region and the convergence rate of the series solution through introducing auxiliary parameter and the auxiliary function. The
computed result indicates that this method has the advantage of high accuracy.

Keywords: infinite long cylinder, interior corners, capillary flow, homotopy analysis method
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