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黏滞等离子体中双撕裂模不稳定性的数值模拟研究*
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本文采用磁流体力学模型, 数值研究了平板位形下双撕裂模线性增长率关于等离子体电阻 η 和黏滞 υ 的定
标关系.结果表明,对于有理面间距较大的情况,线性增长率关于电阻和黏滞的指数定标率随着黏滞的增加逐渐由

γ ∝ η3/5υ0 的定标变化到 γ ∝ η5/6υ−1/6 的定标;而对于有理面间距较小的情况,其指数定标率随着黏性的增加从

γ ∝ η1/3υ0 的定标逐渐变化到 γ ∝ η2/3υ−1/3 的定标.本文还给出了初始阶段对称的双撕裂模的非线性演化,发现在

非线性阶段对称的双撕裂模将转化为反对称的双撕裂模,并解释了相应的物理机理.
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1 引 言

先进托卡马克通常会采取反剪切 (reversed
magnetic shear, RMS) 的磁场位形以提高等离子体
的约束, 然而这种 RMS位形放电却会导致双撕裂
模 (double tearing mode, DTM)不稳定的发生,从而
严重影响等离子体的约束效果,甚至会导致放电的
中断. 因此, 双撕裂模不稳定性的研究一直受到人
们的广泛关注.
在早期的工作中, Furth 等给出了线性单撕裂

模常数 ψ 近似下增长率关于电阻 η3/5 的定标率,
而非常数 ψ 的撕裂模的增长率关于电阻的定标
为 η1/3[1,2]. 对于含有黏滞的撕裂模来说, Ofman和
Chen等给出其线性增长率关于电阻和黏滞的定标
η5/6υ−1/6[3,4]. 随后, Shen 等理论分析 [4−7] 和数值

研究了 [8,9] 黏滞对单撕裂模稳定性的影响,认为大
的黏滞对撕裂模有致稳的作用 [10].
对于双撕裂模 [11−29],在理论和模拟上发现,当

两个有理面的距离足够近时,两个有理面上的磁岛
就会发生耦合. 在双撕裂模电阻定标研究中, 发现

当两个有理面间距足够小时, 其定标关系为 η1/3,
当有理面间的距离增大到一定程度时,其增长率定
标就会变为 η3/5,此时双撕裂模系统就解耦为两个
单撕裂模的系统 [11]. Dong等人研究了由反常电子
黏滞所驱动的双撕裂模 [12,13,15,16],其线性增长率的
定标关系随有理面间距的增大由 R−1/5 变为 R−1/3,
这里 R 是电子动力学雷诺数. 在非线性阶段的双
撕裂模研究中发现, 由电阻驱动的快速磁重联中,
在后期的剧烈增长阶段,增长率关于电阻的定标为
η1/5[17]. Zhang等随后考虑霍尔效应,数值研究了霍
尔双撕裂模在剧烈增长阶段的增长率,其定标关系
为 d2/5

i η1/10[24],其中 di 是离子惯性长度.在快速线
性增长阶段, Wang等人研究了无碰撞效应对双撕
裂模的影响 [25], 并给出增长率关于电子趋附深度
(de)和离子拉莫尔半径 (ρs)的定标关系.研究发现,
当 ρs ≪ de 时,增长率的定标随着有理面间距的增
大从 d1

e 逐渐变为 d3
e ;当 ρs ≫ de 时,增长率的定标

随有理面间距的增大从 d1/3
e ρ2/3

s 变化为 d1
e ρ1

s .
在双撕裂模的研究过程中, Otto等探讨了对称

和反对称的双撕裂模的不稳定性 [30−33],发现线性
增长率随着有理面间距的减小, 反对称和对称的
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双撕裂模的增长率分别增大和减小, 同时对双撕
裂模的不稳定性给出了系统的理论分析和数值模

拟结果.
上面提及的大都是关于电阻双撕裂模的研究,

比较来说对黏性等离子体双撕裂模的研究相对较

少; 另外, 关于对称双撕裂模的非线性演化也尚不
清楚.因此本文将用数值模拟方法研究等离子体黏
滞对双撕裂模线性增长率的影响,并且分析初始阶
段对称双撕裂模的非线性演化过程.

2 物理模型

2.1 约化的磁流体 (RMHD)方程

本文采用简化的磁流体动力学模型来研究反

磁场剪切位形下双撕裂模的不稳定性. 为了描述二
维问题,引进两个标量场: 磁通函数 ψ(x,y)和流函

数 φ(x,y),来定义磁场 B 和流速场 u: B = ∇ψ × ẑ

和流速 u = ∇φ × ẑ[11−29], 则磁通和涡量的演化方
程可写为 [19,34]

∂ψ
∂ t

=[φ,ψ ]+η∇2ψ , (1)

∂
∂ t

(∇2φ) =[φ,∇2φ]+ [∇2ψ,ψ ]

+υ∇2(∇2φ), (2)

其中泊松括号 [a,b] =
∂a
∂x

∂b
∂y

− ∂b
∂x

∂a
∂y

.

方程 (1) 和 (2) 中的长度和速度分别以系统
的特征长度 L0 和阿尔芬速度 uA = B0/

√
4πρ0 为

量纲,磁通、涡流和时间的量纲分别为 ψ0 = B0L0,
φ0 = uAL0和 τA = L0/uA. 黏滞 (υ)和电阻 (η)分别
是以 υ = υm/(uAL0ρ0) 和 η = ηm/(uAL0) 标准化,
这里的 υm 和 ηm 分别是等离子体黏滞和电阻.

2.2 初始平衡条件

对于初始平衡磁场, 选用两个反平行的 Harris
电流片如下 [23,24]:

By(x) =By0

(
1+ tanh

x− xs

dw

− tanh
x+ xs

dw

)
, Bx = 0. (3)

相应的磁通函数为

ψ0(x) =x−2xs +dw
[

ln(1+ e−2(x−xw)/dw)

− ln(1+ e−2(x+xw)/dw)
]
. (4)

在这里, dw 是电流片的半宽度, ±xs 是所在电

流片的位置.图 1给出了在 xs = 0.25, dw = 0.2时初

始的磁场、磁通函数和电流密度的位形.

图 1 x0 = 0.25, dw = 0.2时的初始磁场、磁通函数和电流密度

剖面

2.3 边界条件和数值方法

本文的模拟区间为 −1 6 x 6 1, 0 6 y 6 2, 在

y = 0,2 和 x = ±1 处分别为周期边界条件和固定

边界条件 (x方向上为固定边界, y方向上为周期性

边界). 为求解方程 (1)和 (2),在径向 (x向)采用有

限差分方法,在极向 (y向)采用傅里叶级数展开方

法; 在模拟区域选用了 512 个网格点, 时间步长定

为 1×10−3 来进行计算,以保证计算的稳定性.

在对双撕裂模不稳定性进行模拟计算时,选取

小的初始扰动磁场如下:

δψ(x) = ψ̃
(

e
− (x−xs)2

d2
w + e

− (x+xs)2

d2
w

)
, (5)

这里,取 dw = 0.2, ψ̃ = 5×10−4,取定不同有理面的

位置 xs 后,方程 (1)和 (2)即可数值求解.

3 模拟结果及分析

3.1 线性双撕裂模的定标

为了验证双撕裂模关于电阻的定标关系,首先

计算没有黏滞 (υ = 0)的情况. 从图 2中可以看到,

这和先前研究的结果 [11] 是一致的,即增长率的线

性定标关系随着有理面间距的增大从 η1/3 逐渐变

化到 η3/5.
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图 2 (a)不同有理面间距时增长率关于电阻的依赖关系; (b)

增长率关于电阻 η 的幂指数 αη 随不同有理面位置的变化

如前所述,双撕裂模的耦合会随着有理面间距
的不同而改变,相应的定标关系也随之变化. 下面
将针对不同有理面间距和考虑等离子体黏滞的情

况下,给出线性双撕裂模的增长率关于电阻和黏滞

的定标关系.

3.1.1 小有理面间距定标
通过先前的研究可知,随着有理面间距的变小,

两有理面上磁岛的耦合就会增强,双撕裂模不稳定

性的增长率也就更大,其定标率也逐渐的由 η3/5变

化到 η1/3[11]. 但是,当等离子体黏滞较大时,双撕裂

模的增长率就会与 υ = 0的情况有所不同.

图 3(a)给出了在不同等离子体黏滞时,双撕裂

模增长率关于 η 的定标关系.由图 3(a)可知,当黏

滞 υ = 0 时, 增长率关于电阻的定标为 ∼ η1/3[11],

这和先前的研究是一致的. 但是随着黏滞的增大,

增长率逐渐减小,相应电阻定标的幂指数也会随之

增大.从图 3(b)中也可以看到,在一定的电阻下,黏

滞越大, 等离子体动能增长就会越慢, 从而就抑制

了不稳定性的增长. 从图 3(a)还可发现,随着黏滞

的增大,动能增长率关于电阻的定标为 ∼ η2/3. 这

为黏滞相对电阻较大的双撕裂模的研究提供了一

定的参数依据.

图 3 小有理面间距 xs = 0.14时 (a)等离子体动能增长率 γE 关于电阻 η 的定标; (b)不同黏滞 υ 下等离子体动能随时间的演化 (取电

阻 η = 5×10−5)

图 4(a) 描述了增长率 γE 关于等离子体黏滞

的定标关系. 图中显示, 当电阻较大时, 在区间
υ ∈ [1× 10−7, 1× 10−5], 增长率关于黏滞的定标
关系为 ∼ υ0, 黏滞对动能的增长率不起作用, 此
时动能增长率由电阻来决定; 电阻越大, 动能
增长率就越大. 从图 4(b) 中我们也可以看到, 在
一定的黏滞下, 电阻越大, 动能增长就越快. 并
且由图 4(a) 还可以看到, 当电阻较小时, 在区间
υ ∈ [1×10−5, 1×10−3],动能增长率与黏滞的定标
关系为 ∼ υ−1/3, 此时黏滞对动能增长率有很大的
抑制作用, 双撕裂模在短时间内不能增长起来, 甚
至不增长,从而也就稳定了双撕裂模.
总之, 在有理面的间距足够小时, 通过有理面

之间的模式耦合, 使双撕裂模迅速增长起来, 从而

造成有理面之间等离子体的破裂. 为了清楚这种不

稳定,我们通过定标关系对双撕裂模在小有理面间

距的情况下作了研究, 发现随着黏滞的增加, 双撕

裂模增长率关于电阻和黏滞的指数定标率逐渐由

γ ∝ η1/3υ0 的定标变化到 γ ∝ η2/3υ−1/3 的定标.

3.1.2 大有理面间距定标

当有理面间距逐渐变大时, 模之间的耦合逐

渐减弱, 撕裂模慢慢从非常数 ψ 的情况转变成常
数 ψ 的两个单撕裂模. 当有理面的间距足够大,并

且无黏滞的前提下, 等离子体的增长率与电阻的

定标为 ∼ η3/5, 双撕裂模结构变成了单撕裂模结
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构 [11]. 进一步地当存在黏滞的情况下,模拟了大有
理面间距的等离子体增长率与电阻和黏滞的定标

关系.
由图 5(a) 所示, 大有理面间距时, 增长率 γ 关

于电阻的定标关系随着黏滞的增大,定标关系也发
生相应的变化. 当黏滞较小时, 等离子体增长率与

电阻的定标关系为 ∼ η3/5,这和先前的理论是一致
的 [11]; 反之, 如果黏滞较大, 则等离子体增长率与
电阻的定标为 ∼ η5/6,这和先前研究的黏性单撕裂
模的定标是一致的 [3,4]. 由图 5(b)可知,随着等离子
体黏滞的增大,等离子体动能是减小的,黏滞越大,
动能的增长越缓慢.

图 4 小有理面间距 xs = 0.14时 (a)等离子体动能增长率 γE 关于黏滞 υ 的定标; (b)不同电阻 η 下等离子体动能随时间的演化 (取黏

滞 υ = 5×10−5)

图 5 大有理面间距 xs = 0.50时 (a)等离子体动能增长率 γE 关于电阻 η 的定标; (b)不同黏滞 υ 下等离子体动能随时间的演化 (取电

阻 η = 5×10−5)

图 6 大有理面间距 xs = 0.50时 (a)等离子体动能增长率 γE 关于黏滞 υ 的定标; (b)不同电阻 η 下等离子体动能随时间的演化 (取黏

滞 υ = 5×10−5)
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图 6(a) 给出了大有理面间距时等离子体增长
率 γE 关于黏滞的定标关系. 当黏滞较小时, 等离
子体动能增长率与黏滞的定标关系为 ∼ υ0, 这和
小有理面间距的情况是一样的, 黏滞对动能的增
长率就不起任何作用了, 动能增长率的大小完全
由电阻决定. 对于黏滞较大的情况, 等离子体动能
增长率与黏滞的定标为 ∼ υ−1/6, 这和小有理面间
距的情况不同, 但和之前单撕裂模的结果是一致
的 [3,4]. 所以,在大有理面间距的情况下,其指数定
标率随着黏滞的增加逐渐从 γ ∝ η3/5υ0 的定标变

化到 γ ∝ η5/6υ−1/6 的定标. 图 6(b) 给出了不同的
电阻下等离子体动能 Ek 随时间的演化图像. 从这
些图像上不难看到,动能及其增长率随电阻的增大
而增大.

3.2 对称双撕裂模的非线性演化

目前大量的研究工作集中在反对称情况下的

双撕裂模,其中Wang等采用可压缩的电阻磁流体
模型研究了双撕裂模的整个非线性演化过程,并且
给出了每个演化过程中增长率与电阻的定标关系,
最后还给出了一个判断多有理面系统中磁场重联

终态的判据 [17]. 但是,在双撕裂模的研究中还发现,
在双撕裂模的增长过程中, 不仅有反对称的情况,
还有对称的情况出现; 针对对称的情况, 许多人对
线性阶段的双撕裂模也做了不少工作 [30−33],但是

他们都没给出对称双撕裂模的非线性演化过程. 因
此,有必要进一步研究对称双撕裂模的非线性演化.
模拟选用的初始扰动剖面如下 (有理面的位置分别
在 x =±xs =±0.25):

δψ(x) = ψ̃
(

e
− (x−xs)2

d2
w − e

− (x+xs)2

d2
w

)
. (6)

图 7(a) 给出了对称双撕裂模的等离子体动能
Ek 随时间的演化, 相应反对称的情况在图 7(b) 中
给出.对比图 7中的 (a)和 (b),可以看到反对称的等
离子体动能在 t = 43时就已达到最大峰值,而对称
的等离子体动能在 t = 258 时才达到最大峰值, 所
以对称情况的双撕裂模动能增长速度比反对称的

要小很多. 在图 7(b)反对称的情况中,等离子体动
能发展的四个阶段分别是线性增长 (1′), Rutherford
增长 (2′),快速增长 (3′)和消亡 (4′)[17,35],这和文献
[17]的图 1是一致的. 但是, 从图 7(a)可清楚地看
到,对称的情况比反对称的情况多出了一个对称阶
段的演化 (1) 阶段, 随后是反对称的线性阶段 (2),
这和图 7(b) 中的 1′ 是同一个过程, 都属于反对称
的线性增长阶段,随后就进入反对称的非线性演化.
值得注意的是对称线性演化阶段在时间上要长很

多, 等离子体动能在对称阶段几乎不增长 (增长率
较小),这使得等离子体动能增长在整个过程中大大
地延迟了,而随后其他阶段的等离子体动能增长过
程和反对称的情况是一样的.

图 7 等离子体动能 Ek 随时间的演化 (a)和 (b)分别为对称和反对称情况. 这里 xs = 0.25

为了更好的理解对称的非线性双撕裂模,图 8

给出了六个不同时刻磁场位形随时间的演化过程.

由图 8(a)可知,在 t = 180时 (对称增长阶段的后期),

出现了两个对称的磁岛, 在这个过程中, 两磁岛各

自在自己的有理面上相互抑制着增长,所以才会有

图 7(a) 中的动能增长过程 (1), 也就是对称阶段的

增长过程. 正因为两对称磁岛的相互抑制,使得等

离子体动能增长非常缓慢,这也从根本上决定了对

称双撕裂模的增长要远远小于反对称的情况. 当磁

岛随时间长到一定程度时,两有理面上磁岛就出现

了图 8(b)的情况, 两对称的磁岛发生了移位, 这个

时刻的磁场位形和图 7(a)中的动能增长过程 (2)是

一致的. 完全移位后, 对称阶段的两饱和磁岛紧接

着就进入反对称阶段进而继续增长,图 8(b), (c)分
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别对应于过渡阶段和反对称阶段的磁岛. 随着磁岛
宽度的进一步增大,磁场位形就变为图 8(d)所示的
状态,这个时候上面有理面的磁岛分行线下端与下
面有理面磁岛分形线上端已经重合,此时磁岛宽度
也达到最大.随着磁岛的闭合磁力线与平衡开放的

磁力线之间的重联,就形成了如图 8(e)所示的磁场
位形, 当这种重联继续进行下去后, 磁岛就慢慢消
失了, 如图 8(f)所示. 从这个变成反对称后的磁场
重联的演化过程来看,两个有理面上的磁岛在径向
上相互交换位置的现象和先前的研究是一致的 [17].

图 8 磁场位形随时间的演化 (a) t = 180; (b) t = 212; (c) t = 246; (d) t = 256; (e) t = 258; (f) t = 292

4 结 论

通过研究电阻和黏滞对双撕裂模的影响以及

对称双撕裂模的非线性演化,得到如下结果:

1. 无论是大有理面间距还是小有理面间距,双

撕裂模动能增长率随等离子体电阻的增大而增大,
随等离子体黏滞的增大而减小.

2. 在有理面间距较大时, 线性增长率关于电
阻和黏滞的指数定标率随着黏滞的增加逐渐由

γ ∝ η3/5υ0 的定标变化到 γ ∝ η5/6υ−1/6 的定标;而
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在有理面间距较小时,其指数定标率随着黏滞的增

加从 γ ∝ η1/3υ0 的定标逐渐变化到 γ ∝ η2/3υ−1/3

的定标.

3. 对称阶段两个磁岛的相互抑制增长稳定了

双撕裂模的产生,对称的非线性演化时间要远远大

于反对称的非线性演化时间,对称的双撕裂模非线

性演化比反对称的双撕裂模非线性演化多了一个

对称阶段.

感谢大连理工大学王正汹老师在本课题研究过程中给

予的指导.
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Abstract

The scalings of double tearing mode (DTM) with various values of resistivity and viscosity have been investigated numerically

by using a magneto hydrodynamic model in slab geometry. It is found that the growth rate changes from γ ∝ η3/5υ0 to γ ∝ η5/6υ−1/6

when the distance between two rational surfaces 2xs is sufficiently large. On the other hand, when the distance between two rational

surfaces 2xs is very small, the scaling of γ and η and υ changes from γ ∝ η1/3υ0 to γ ∝ η2/3υ−1/3 as the viscosity increases. Moreover,

the nonlinear evolution of symmetrical DTM is investigated in this paper. The study shows that the symmetrical DTM transforms to

unsymmetrical DTM in the final phase.
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