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扩展的 (G′/G)展开法和 Zakharov方程组的新精确解*

尹君毅†
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对 (G′/G)展开法进行了扩展,引入了新的辅助方程,对 (G′/G)展开式附加了负指数幂,并利用扩展的 (G′/G)

展开法求出了 Zakharov方程组的一些新精确解. 该方法还可被应用到其他非线性演化方程中去.
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1 引 言

求非线性演化方程的精确解是非线性科学中

的重要研究课题, 多年来人们为此做了大量的工

作, 取得了一系列重要成果 [1−39], 如创建了齐次

平衡法 [1,2]、双曲正切展开法 [3,4]、反散射法 [5]、

截断展开法 [6]、椭圆函数展开法 [7,8] 等重要方法.

最近, Wang等 [9] 提出了 (G′/G)展开法,并利用该

方法求出了多个非线性方程的精确解. 文献 [10]

利用 (G′/G) 展开法求高维非线性演化方程, 求出

了 ANNV 系统的三种形式的精确解, 文献 [11] 将

(G′/G) 展开法推广到变系数非线性演化方程, 并

成功地求出了两类变系数非线性 KdV 方程的精

确解. 在新近发表的文献 [12—15]中,文献 [14]对

(G′/G)展开法的辅助方程做了改进,将方程 (2)或

一类椭圆方程作为辅助方程, 利用方程 (2)的通解

及椭圆方程的特解构造了变系数 (2+1)维 Nizhnik-

Novikov-Vesselov方程的三孤子解. 文献 [15]在解

的 (G′/G) 展开式中附加了负指数幂, 并利用辅助

方程 (2) 及新型的展开式求出了两类方程的精确

解. 上述文献中所用的辅助方程 (2)若改用新的辅

助方程 (7)可获得更丰富的精确解.

Zakharov方程组

utt − c2
s uxx −σ(|v|2)xx = 0,

ivt +µvxx −δuv = 0 (1)

是描写等离子体的高频运动或非线性光波的模型,
其中 u是离子的数密度偏差, v是电场强度的慢变

振幅, cs 是电子 -离子热运动速度, σ , δ 为常数. 文
献 [16, 7]分别用扩展的双曲正切展开法、椭圆函
数展开法求出了该方程组的多个精确解.
本文将 (G′/G) 展开法进行了扩展, 引入了新

的辅助方程. 以往的文献都以线性方程

G′′+µG′+λG = 0 (2)

为辅助方程 [10,12−15]. 本文所引入的辅助方程为非
线性方程,方程 (2)是新的辅助方程的特殊情形,新
辅助方程 (7)的通解包含方程 (2)的通解.同时,对
(G′/G) 展开式附加了负指数幂, 这样利用扩展的
(G′/G)展开法使我们可以得到更丰富的精确解. 同
时本文利用扩展的 (G′/G)展开法求出了 Zakharov
方程组的一些新的精确解.

2 扩展的 (G′/G)展开方法概述

步骤1 对于非线性演化方程

H(u,ut ,ux,utt ,utx,uxx, · · ·) = 0, (3)

H 是 u及 u关于 x, t 各阶导数的多项式. 首先对 (3)
式做行波变换

u(x, t) = u(ξ ), ξ = kx−λ t +ξ0, (4)
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其中 k, λ 为待定常数. 经变换 (4)式,方程 (3)就化
为如下常微分方程:

H(u,u′,u′′, · · ·) = 0, (5)

其中 u′ =
du
dξ

, u′′ =
d2u
dξ 2 , · · · , H 是含 u及 u对 ξ 各

阶导数的多项式.
步骤 2 设常微分方程 (5)的解为

u(ξ ) =
m

∑
i=0

ai

(
G′

G

)i

+
−1

∑
i=−m

ai

(
G′

G

)i

, (6)

其中 G满足如下形式的常微分方程:

G′′G = αG′2 +βGG′+ γG2, (7)

(6), (7)式中的 α , β , γ , ai 均为待定系数,正整数 m

由齐次平衡法确定.
步骤 3 将 (6) 式连同方程 (7) 代入方程

(5) 合并 (G′/G) 的相同幂次项, 令 (G′/G) 的各

次幂的系数为零, 然后就得到了一个关于变量
ai(i = 1,2,3, · · · ,m), α , β , γ 的超定代数方程组
NAEs.
步骤 4 求解上述 NAEs, 得到 ai(i = 1,2,

3, · · · ,m)的若干解.
步骤 5 把步骤 4中得到的各组解连同 (7)式

的解代回 (6)式就得到了原方程 (5)的多个精确解.
直接计算方程 (7)可得

G′(ξ )
G(ξ )

=



√
β 2 +4γ −4αγ

2(1−α)

C1 sinh
(√β 2 +4γ −4αγ

2
ξ
)
+C2 cosh

(√β 2 +4γ −4αγ
2

ξ
)

C1 cosh
(√β 2 +4γ −4αγ

2
ξ
)
+C2 sinh

(√β 2 +4γ −4αγ
2

ξ
)
+

β
2(1−α)

(β 2 −4(α −1)γ > 0,α ̸= 1)

√
4αγ −β 2 −4γ

2(1−α)

−C1 sin
(√4αγ −β 2 −4γ

2
ξ
)
+C2 cos

(√4αγ −β 2 −4γ
2

ξ
)

C1 cos
(√4αγ −β 2 −4γ

2
ξ
)
+C2 sin

(√4αγ −β 2 −4γ
2

ξ
)
+

β
2(1−α)

(4(α −1)γ −β 2 > 0, α ̸= 1)

1
(1−α)

(
C1

C1ξ +C2
+

β
2

)
(4(α −1)γ −β 2 = 0,α ̸= 1)

,

其中, C1, C2 为任意常数.

3 Zakharov方程组的新精确解

对方程组 (1)引入变换

u(x, t) = u(ξ ),

v = φ(ξ )exp[i(px−ωt)],

ξ = kx−λ t +ξ0, (8)

其中 p, ω , k, λ 为待定系数. 将 (8) 式代入方程组
(1)得

(λ 2 − c2
s k2)u′′−σk2(φ2)′′ = 0,

µk2φ ′′+(ω −µ p2)φ −δuφ

+ i(2µ pk−λ )φ ′ = 0. (9)

对 (9)式的第一式积分并取积分常数为零得

u =
σk2

λ 2 − c2
s k2 φ2. (10)

对 (9)式的第二式中取 λ = 2µ pk,并把 (10)式代入
整理后得

λ = 2µ pk,

µk2φ ′′+(ω −µ p2)φ − δσ
4µ2 p2 − c2

s
φ3 = 0. (11)

平衡 (11)式非线性项及最高阶项得 m = 1,于是方

程 (11)的解具有形式为

φ = a0 +a1
G′

G
+a−1

(
G′

G

)−1

. (12)

将 (12)式代入 (11)式合并 (G′/G)的同次幂项的系

数,并令这些系数为零,就得到一个关于变量 a0, a1,

a−1 的非线性代数方程组,求解此方程组得到如下

得两组解:

a0 =±β
(α −1)
|α −1|

√
µk2(4µ2 p2 − c2

s )

2δσ
,

a1 =±|α −1|

√
2µk2(4µ2 p2 − c2

s )

δσ
, (13)

a−1 = 0,

(β 2/2+2γ −2αγ)µk2 +µ p2 = ω ,

或
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a0 =± γ
|γ|

β

√
µk2(4µ2 p2 − c2

s )

2δσ
, a1 = 0, a−1 =±|γ|

√
2µk2(4µ2 p2 − c2

s )

δσ
, (β 2/2+2γ −2αγ)µk2 +µ p2 = ω.

(14)

情形 1 对 (13)式,当 β 2 +4γ −4αγ > 0,可得方程组 (1)的双曲函数精确通解为

u1 =
µk4(4µ2 p2 − c2

s )(β 2 +4γ −4αγ)
2δ (λ 2 − c2

s k2)

C1 sinh
(√β 2 +4γ −4αγ

2
ξ
)
+C2 cosh

(√β 2 +4γ −4αγ
2

ξ
)

C1 cosh
(√β 2 +4γ −4αγ

2
ξ
)
+C2 sinh

(√β 2 +4γ −4αγ
2

ξ
)


2

,

v1 =±

√
µk2(4µ2 p2 − c2

s )

2δσ(β 2 +4γ −4αγ)−1

C1 sinh
(√β 2 +4γ −4αγ

2
ξ
)
+C2 cosh

(√β 2 +4γ −4αγ
2

ξ
)

C1 cosh
(√β 2 +4γ −4αγ

2
ξ
)
+C2 sinh

(√β 2 +4γ −4αγ
2

ξ
)
exp[i(px−ωt)],

其中 ξ = k(x−2µ pt)+ξ0, (β 2/2+2γ −2αγ)µk2 +µ p2 = ω . 特别地,当C2 = 0, C1 ̸= 0, γ = 0, β > 0时, u1, v1

变为

u1a =
µk4(4µ2 p2 − c2

s )β 2

2δ (λ 2 − c2
s k2)

(
tanh2

(β
2

ξ
))

, v1a =±

√
µk2(4µ2 p2 − c2

s )β 2

2δσ

(
tanh

(β
2

ξ
))

exp[i(px−ωt)],

u1a 为扭结孤立波解, v1a 为包络孤立波解.当C1 = 0, C2 ̸= 0, γ = 0, β > 0时变为

u1b =
µk4(4µ2 p2 − c2

s )β 2

2δ (λ 2 − c2
s k2)

(
coth2

(β
2

ξ
))

, v1b =±

√
µk2(4µ2 p2 − c2

s )β 2

2δσ

(
coth

(β
2

ξ
))

exp[i(px−ωt)],

u1b 及 v1b 为奇性孤立波解.
当 β 2 +4γ −4αγ < 0时,可得方程组 (1)的三角函数精确通解为

u2 =
µk4(4µ2 p2 − c2

s )(β 2 +4γ −4αγ)
2δ (λ 2 − c2

s k2)

−C1 sin
(√4αγ −β 2 −4γ

2
ξ
)
+C2 cos

(√4αγ −β 2 −4γ
2

ξ
)

C1 cos
(√4αγ −β 2 −4γ

2
ξ
)
+C2 sin

(√4αγ −β 2 −4γ
2

ξ
)


2

,

v2 =±

√
µk2(4µ2 p2 − c2

s )

2δσ(β 2 +4γ −4αγ)−1

−C1 sin
(√4αγ −β 2 −4γ

2
ξ
)
+C2 cos

(√4αγ −β 2 −4γ
2

ξ
)

C1 cos
(√4αγ −β 2 −4γ

2
ξ
)
+C2 sin

(√4αγ −β 2 −4γ
2

ξ
)
exp[i(px−ωt)],

其中 ξ = k(x−2µ pt)+ξ0, (β 2/2+2γ −2αγ)µk2 +µ p2 = ω .
当 β 2 +4γ −4αγ = 0,可得方程组 (1)的有理函数精确通解为

u3 =
2µk4(4µ2 p2 − c2

s )

δ (λ 2 − c2
s k2)

(
C1

C1ξ +C2

)2

, v3 =±

√
2µk2(4µ2 p2 − c2

s )

δσ

(
C1

C1ξ +C2

)
exp[i(px−ωt)],

其中 ξ = k(x−2µ pt)+ξ0, (β 2/2+2γ −2αγ)µk2 +µ p2 = ω .
情形 2 对 (14)式,当 β 2 +4γ −4αγ > 0,可得方程组 (1)的双曲函数精确通解为

u4 =
µk4(4µ2 p2−c2

s )

2δ (λ 2 − c2
s k2)

[
β 2 +4βγ

(√
β 2 +4γ −4αγ

2(1−α)
H1 +

β
2(1−α)

)−1

+

(
4γ2

√
β 2 +4γ−4αγ

2(1−α)
H1 +

β
2(1−α)

)−2]
,

v4 =

±β

√
µk2(4µ2 p2 − c2

s )

2δσ
± γ

√
2µk2(4µ2 p2 − c2

s )

δσ

(√
β 2 +4γ −4αγ

2(1−α)
H1 +

β
2(1−α)

)−1
exp[i(px−ωt)],

其中, ξ = k(x−2µ pt)+ξ0, (β 2/2+2γ −2αγ)µk2 +µ p2 = ω ,

H1 =
C1 sinh

(√β 2 +4γ −4αγ
2

ξ
)
+C2 cosh

(√β 2 +4γ −4αγ
2

ξ
)

C1 cosh
(√β 2 +4γ −4αγ

2
ξ
)
+C2 sinh

(√β 2 +4γ −4αγ
2

ξ
) .
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当 β 2 +4γ −4αγ < 0时,可得方程组 (1)的三角函数精确通解为

u5 =
µk4(4µ2 p2−c2

s )

2δ (λ 2 − c2
s k2)

[
β 2+4βγ

(√
4αγ −β 2 −4γ

2(1−α)
H2 +

β
2(1−α)

)−1

+4γ2
(√

4αγ −β 2 −4γ
2(1−α)

H2+
β

2(1−α)

)−2]
,

v5 =

±β

√
µk2(4µ2 p2 − c2

s )

2δσ
± γ

√
2µk2(4µ2 p2 − c2

s )

δσ

(√
4αγ −β 2 −4γ

2(1−α)
H2 +

β
2(1−α)

)−1
exp[i(px−ωt)],

其中, ξ = k(x−2µ pt)+ξ0, (β 2/2+2γ −2αγ)µk2 +µ p2 = ω ,

H2 =
−C1 sin

(√4αγ −β 2 −4γ
2

ξ
)
+C2 cos

(√4αγ −β 2 −4γ
2

ξ
)

C1 cos
(√4αγ −β 2 −4γ

2
ξ
)
+C2 sin

(√4αγ −β 2 −4γ
2

ξ
) .

当 β 2 +4γ −4αγ = 0时,可得方程组 (1)的有理函数精确通解为

u6 =
µk4(4µ2 p2 − c2

s )

2δ (λ 2 − c2
s k2)

[
β 2 +4βγ(1−α)

(
C1

C1ξ +C2
+

β
2

)−1

+4γ2(1−α)2
(

C1

C1ξ +C2
+

β
2

)−2
]
,

v6 =

±β

√
µk2(4µ2 p2 − c2

s )

2δσ
± γ

√
2µk2(4µ2 p2 − c2

s )

δσ
(1−α)

(
C1

C1ξ +C2
+

β
2

)−1
exp[i(px−ωt)],

其中, ξ = k(x−2µ pt)+ξ0, (β 2/2+2γ −2αγ)µk2 +

µ p2 = ω . 当通解 u4, v4 中取特殊参数时可获得孤

立波解.以上各式中的 α 均假设 α ̸= 1.

4 结 论

本文对 (G′/G) 展开法进行了扩展, 对 (G′/G)

展开式附加了负指数幂以及引入了新的非线性

辅助方程. 其中新的辅助方程, 当 α = 0, β = −λ ,

γ = −µ 时为原辅助方程 (2),利用新的辅助方程所

求精确解包含了利用辅助方程 (2)所得精确解. 因
此扩展的 (G′/G) 展开法可以得到更加丰富的精

确解. 同时本文利用扩展的 (G′/G)展开法求出了

Zakharov方程组的若干新精确解,其中包括双曲函

数、三角函数及有理函数的精确通解, 当双曲函
数的通解中参数取特殊值时可得到对应通解的孤

立波解. 这一方法还可用于其他非线性演化方程
的求解.
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