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双环形 Hulthén势束缚态的近似解析解*
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构造了双环形 Hulthén 势, 用指数函数近似表示任意分波的离心项, 运用函数分析法讨论双环型 Hulthén 势

Schrödinger方程的束缚态解. 归一化的角向波函数和径向波函数用超几何多项式表示,给出了束缚态能谱,体系的

束缚态的能谱方程和波函数与量子数和势参数有关. 中心势场和单环形势场角向波函数及 Hulthén势束缚态能谱是

本文双环形 Hulthén势的特例.
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1 引 言

量子力学中的可解势因能给出包含完整量子

信息的归一化本征波函数和束缚态能谱而显得

很重要. 量子力学中的可解势分为球对称中心势

和非球对称中心势, 非球对称中心势简称非中心

势. 典型的非中心势有环形振子势[1−3]、Hartmann

势[4,5]、Makarov 势[6,7] 和双环形势 [8−17] 等. 非中

心势可用于讨论如苯环类分子和变形核子间的相

互作用,双环形振子势可用来描述双原子分子在非

中心势场振动与转动 [13−15] 问题. 人们用 N-U 和

路径积分等多种方法对非中心势进行了广泛的研

究. Hulthén 势是一个常应用于核和粒子物理、原

子与分子物理和化学物理的短程势模型. Hulthén

势的性质类似于氢原子势, Hulthén 势任意分波束

缚态和散射态的解析解由于离心势的存在而无法

获得,只能给出 s分波的解析解 [18,19]. 近年来,人们

用指数函数来近似表达离心势, 采用函数分析法、

超对称与形不变性法、N-U 法和渐近迭代法等多

种方法得到了 Hulthén势非 s任意分波能谱和波函

数 [20−24] 的近似解析解. 本文在环型势和 Hulthén

势的基础上提出一类新的非中心势 —— 双环形

Hulthén势,双环形 Hulthén势是 Hulthén势外面再
加上双环形平方反比势,其表达式为

V (r,θ) =− Ze2δ e−δ r

1− e−δ r +
h̄2

2µ

(
b

r2 sin2 θ
+

c
r2 cos2 θ

)
(b > 0, c > 0), (1)

其中势参数 Z > 1,屏蔽系数 δ > 0, b和 c为表示非

中心势强度的无量纲系数. 当 b = c = 0时,双环形
Hulthén势退化为Hulthén势;当 b = c = 0,且 δ → 0
时,双环形 Hulthén势退化为 Coulomb势;当 b = 0,
且 δ → 0时,双环形 Hulthén势退化为 Hartmann势.
可见双环形 Hulthén势是一个较 Hulthén势更为一
般的非中心势.
本文运用函数分析法讨论双环形 Hulthén 势

Schrödinger方程的束缚态解. 首先在球坐标系下将
双环形 Hulthén势 Schrödinger方程分离变量,得到
了角向方程和径向方程. 在角向方程中做变量代换
x = cosθ 和函数代换,用指数函数来近似表达任意
分波的离心项,分别将角向方程和径向方程转化为
超几何方程. 运用边界条件求出用超几何多项式表
示的归一化角向波函数和径向波函数,给出了体系
的束缚态能谱.结果表明体系的波函数和束缚态能
谱性质与三个量子数 (m,s,nr)及双环形 Hulthén势
的势参数有关. 详细讨论了双环形势角向波函数向
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中心势和单环型势的退化问题,双环形 Hulthén势
束缚态的近似解析解可退化为 Hulthén势波函数和
束缚态能谱.

2 角向波函数的解析解

势场中质量为 µ 粒子的 Schrödinger方程为

− h̄2

2µ
∇2ψ(r,θ ,φ)+V (r,θ)ψ(r,θ ,φ)

=Eψ(r,θ ,φ). (2)

仿照中心势场的做法,将波函数写成下列形式

ψ(r,θ ,φ) =r−1u(r)H(θ)e±imφ/
√

2π

(m = 0,1,2 · · ·). (3)

将 (1), (3)式代入 (2)式,变量分离后得到的角向波
函数 H(θ)以及径向波函数 u(r)所满足的微分方程

分别为

d2H(θ)
dθ 2 + cotθ

dH(θ)
dθ

+

[
l′(l′+1)− m2

sin2 θ
− b

sin2 θ

− c
cos2 θ

]
H(θ) = 0, (4)

d2u(r)
dr2 +

[
2µ
h̄2

(
E +

Ze2δ e−δ r

1− e−δ r

)
− l′(l′+1)

r2

]
u(r)

= 0, (5)

其中 l′ 为常数. 由波函数的标准条件可知对于
束缚态来说, 方程 (4)的边界条件为 H(0), H(π/2)
和 H(π) 均取有限值, 而方程 (5) 的边界条件是
u(0) = 0和 u(∞) = 0. 引入新的坐标变量

x = cosθ , θ ∈ [0,π], x ∈ [−1,1], (6)

则 (4)式转化为

(1− x2)
d2H(x)

dx2 −2x
dH(x)

dx

+

[
l′(l′+1)− (m′)2

1− x2 −
γ(γ −1)

x2

]
H(x) = 0, (7)

其中

m′ =
√

m2 +b, γ(γ −1) = c. (8)

考虑到 (7)式当 x → 0和 x →±1时 H(x)的渐近性

质,做函数代换

H(x) = xγ(1− x2)m′/2y(x), (9)

将 (9)式代入 (7)式得 y(x)满足的微分方程是

(1− x2)
d2y(x)

dx2 +2
[γ

x
− (m′+ γ +1)x

] dy(x)
dx

+
[
l′(l′+1)− (m′+ γ)(m′+ γ +1)

]
y(x) = 0. (10)

做变量代换 z = x2, (10)式转化为

z(1− z)
d2y(z)

dz2 +

[
γ +

1
2
−
(

m′+ γ +
3
2

)
z
]

dy(z)
dz

− (−l′+m′+ γ)
2

(l′+m′+ γ +1)
2

y(z) = 0, (11)

上式是超几何函数方程 [25] ,故 (10)式的解是超几

何函数

y(x) = 2F1

(
−l′+m′+ γ

2
,

l′+m′+ γ +1
2

;γ +
1
2

;x2
)
.

(12)

为保证角向波函数在 x = ±1 处的有限性, 超几何

函数必须中断为多项式,这就要求 (−l′+m′+ γ)/2

为负整数,即

−l′+m′+ γ
2

=−s,

s = 0,1,2, · · · ,(l′), (13)

l′ = m′+2s+ γ,

其中 (l′)为不大于 l′ 的正整数. 满足 (13)式条件的

超几何函数为超几何多项式,用超几何多项式表示

的角向波函数是

Hl′m′(x)

=Nl′m′xγ(1− x2)m′/2
2F1

(
−l′+m′+ γ

2
,

l′+m′+ γ +1
2

;γ +
1
2

;x2
)
, (14)

其中 Nl′m′ 是角向波函数的归一化常数. 根据归一

化条件 ∫ 1

−1
|Hl′m′(x)|2 dx = 1 (15)

和超几何多项式的正交关系 [25]∫ 1

0
zγ−1(1− z)p−γ

2F1(−n, p+n;γ;z)

2F1(−k, p+ k;γ;z)dz

=
n!

p+2n
· Γ 2(γ)Γ (p+n− γ +1)

Γ (p+n)Γ (γ +n)
δnk, (16)

令 (16)式中的 z = x2,可得角向波函数的归一化常

数为

Nl′m′ =

 (l′+1/2)
Γ 2(γ +1/2)

Γ
(

l′+m′+ γ +1
2

)
(

l′−m′− γ
2

)
!
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×
Γ
(

l′−m′+ γ +1
2

)
Γ
(

l′+m′− γ +2
2

)


1/2

. (17)

3 径向波函数的近似解析解和能谱方
程

当 δ 较小时, 分波离心项可用指数函数近
似 [20−24]表示为

1
r2 ≈ δ 2 e−δ r

(1− e−δ r)2 +
δ 2

12
. (18)

将 (18)式代入 (5)式得
d2u(x)

dx2 +

[
−ε2 +

α2 e−x

1− e−x −
l′(l′+1)e−x

(1− e−x)2

]
u(x) = 0,

(19)

其中参数

−ε2 =
2µ
h̄2

E
δ 2 −

l′(l′+1)
12

,

α2 =
2µ
h̄2

Ze2

δ
,

δ r = x. (20)

做自变量变换 z = e−x, (19)式转化为

z2 d2u(z)
dz2 + z

du(z)
dz

+

[
−ε2 +

α2z
1− z

− l′(l′+1)z
(1− z)2

]
u(z) = 0. (21)

考虑到 (21) 式当 z → 0 和 z → 1 时 u(z) 的渐近性
质,做函数代换

u(z) = zε(1− z)l′+1 f (z), (22)

将 (22)式代入 (21)式得 f (z)满足的超几何微分方
程为

z(1− z)
d2 f (z)

dz2 +[(2ε +1)− (2ε +2l′+3)z]
d f (z)

dz

+[α2 − (l′+1+2ε)(l′+1)] f (z) = 0. (23)

(23)式的解是超几何函数 [25]

f (x) = 2F1(a,b;c;z), (24)

其中 a = ε + l′ + 1 −
√

ε2 +α2,b = ε + l′ + 1 +√
ε2 +α2,c= 2ε+1.因为Re(a+b−c)= 2l′+1> 0,
超几何函数在 z = 1处发散.为保证束缚态波函数
的边界条件, 要求超几何函数必须中断为多项式,
参数 a或者 b须等于一个负整数,因 a < b,故 a等
于一个负整数,满足条件

ε + l′+1−
√

ε2 +α2 =−nr

(nr = 0,1,2,3, · · ·), (25)

nr 为径向量子数. 令主量子数为

n′ = nr + l′+1, (26)

合并 (25)和 (26)式得 ε 所满足的方程为

ε =
α2 −n′2

2n′
. (27)

为使 ε > 0,要求主量子数满足 n′ 6 α ,将 (20)式代
入 (27)式得体系的能谱方程为

E ′
n =− µZ2e4

2h̄2

(
1
n′

− h̄2δ
2µZe2 n′

)2

+
h̄2

2µ
δ 2l′(l′+1)

12
. (28)

相应的径向波函数为

unr l′(r) =Nnr l′z
ε(1− z)l′+1

2F1(−nr,2ε +2l′+2+nr;2ε +1;z), (29)

其中 Nnrl′ 是径向波函数的归一化常数,根据归一化

条件

∫ ∞

0

∣∣unrl′(r)
∣∣2 dr = 1,可确定归一化常数

(Nnr l′)
2

δ

∫ 1

0
z2ε−1(1− z)2l′+2

× [2F1(−nr,2ε +2l′+2+nr;2ε +1;z)]2 dz = 1.
(30)

根据积分公式 [21]关系∫ 1

0
z2λ−1(1− z)2(δ+1)

× [2F1(−n,2(δ +λ +1)+n;2λ +1;z)]2 dz

=
(n+δ +1)n!
(n+δ +λ +1)

Γ (n+2δ +2)Γ (2λ )Γ (2λ +1)
Γ (n+2λ +1)Γ [2(δ +λ +1)+n]

δ >−3
2
∧λ > 0, (31)

比较 (30)和 (31)式得归一化常数为

Nnrl′ =
1

Γ (2ε)

[
δ
2ε

(nr + l′+ ε +1)
nr!(nr + l′+1)

× Γ (nr +2ε +1)Γ (2(l′+ ε +1)+nr)

Γ (nr +2l′+2)

] 1
2
.

(32)

4 讨 论

1)中心势场情形. 取 (1)式中势参数 b = 0,c =
0,由 (8)式得 γ1 = 0 和 γ2 = 1, m′ = m,由 (13)式得
角量子数分别为

l1 −m = 2s, l2 −m = 2s+1, (33)
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l1和 l2为整数. 由 (14)式得相应的归一化角向波函
数分别为

Hl1m(x) =Nl1m(1− x2)m/2

× 2F1

(
−l1 +m

2
,

l1 +m+1
2

;
1
2

;x2
)
, (34)

Hl2m(x) =Nl2mx(1− x2)m/2

× 2F1

(
−l2 +m+1

2
,

l2 +m+2
2

;
3
2

;x2
)
,

(35)

其中归一化常数为

Nl1m =

√√√√√√√(l1 +1/2)
Γ 2(1/2)

Γ
(

l1 +m+1
2

)
(

l1 −m
2

)
!

Γ
(

l1 −m+1
2

)
Γ
(

l1 +m+2
2

) ,

Nl2m =

√√√√√√√(l2 +1/2)
Γ 2(3/2)

Γ
(

l2 +m+2
2

)
(

l2 −m−1
2

)
!

Γ
(

l2 −m+2
2

)
Γ
(

l2 +m+1
2

) ,

(36)

Hl1m(x) 是偶函数, Hl2m(x) 是奇函数. 中心势场中
(4)式的解为缔合 Legendre多项式 Pm

l (x) , Pm
l (x)与

超几何多项式的关系 [26]满足

Pm
l (x)

=

2m cos
(
(l −m)π

2

)
√
π

Γ
(

l +m+1
2

)
Γ
(

l −m
2

+1
)(1− x2)m/2

× 2F1

(
−l +m

2
,

l +m+1
2

;
1
2

;x2
)

+

2m+1 sin
(
(l −m)π

2

)
√
π

Γ
(

l +m
2

+1
)

Γ
(

l −m+1
2

)x(1− x2)m/2

× 2F1

(
−l +m+1

2
,

l +m
2

+1;
3
2

;x2
)
. (37)

[注: 文献 [26] 中 (37) 式系数为 cos(l +m)π/2 和
sin(l +m)π/2.我们做了大量的数值计算,发现这仅
适用于 l和 m是整数情形. 当 l和 m来不是整数时,
应将系数改写为 cos(l −m)π/2和 sin(l −m)π/2,数
值计算说明,这个改写可同时适用于 l 和 m是整数

和非整数的情况]. 对比 (34), (35)和 (37)式可得

Hl1m(x) =

√
2l1 +1

2
· (l1 −m)!
(l1 +m)!

Pm
l1(x), (38)

Hl2m(x) =

√
2l2 +1

2
· (l2 −m)!
(l2 +m)!

Pm
l2(x), (39)

其中用到的数学关系式 [25]为

Γ (n+
1
2
) =

(2n)!
2nn!

√
π (n = 0,1,2, · · ·). (40)

Hl1m(x)和 Hl2m(x)分别是正交归一化的缔合 Legen-
dre多项式的偶函数部分和奇函数部分. 用角量子
数 l 表示 l1 和 l2,合并 (38)和 (39)式得

Hlm(x) = Hl1mδl−m,2s +Hl2mδl−m,2s+1

=

√
2l +1

2
· (l −m)!
(l +m)!

Pm
l (x), (41)

可见归一化角向波函数等于归一化的缔合 Legen-
dre多项式. 说明中心势场中角向波函数是双环形
势场角向波函数在 b = 0和 c = 0时的特例,双环形
势场角向波函数能退化为中心势场中的角向波函

数.
2) 单环形势场情形. 取 (1) 式中势参数 b ̸=

0,c = 0,则 γ1 = 0和 γ2 = 1, m′ =
√

m2 +b为非零整

数,角量子数为

l′1 = 2s+m′, l′2 = 2s+m′+1, (42)

l′1 和 l′2 不一定为非零整数. 角向波函数 (14)式为

Hl′1m′(x)

=Nl′1m′(1− x2)m′/2

× 2F1

(
−l′1 +m′

2
,

l′1 +m′+1
2

;
1
2

;x2
)
, (43)

Hl′2m′(x)

=Nl′2m′x(1− x2)m′/2

× 2F1

(
−l′2 +m′+1

2
,

l′2 +m′+2
2

;
3
2

;x2
)
, (44)

用角量子数 l′ 表示 l′1 和 l′2, Hl′1m′(x) 是偶函数,
Hl′2m′(x)是奇函数,同理可得 Hl′1m′(x)和 Hl′2m′(x)分

别是正交归一化的普遍的缔合 Legendre多项式 [2]

的偶函数部分和奇函数部分. 用角量子数 l′ 表示 l′1
和 l′2,合并 (43)和 (44)式得

Hl′m′(x) = Hl′1m′δl′−m′,2s +Hl′2m′δl′−m′,2s+1

=

√
2l′+1

2
· (l′−m′)!

Γ (l′+m′+1)
Pm′

l (x), (45)

说明单环形势角向波函数是双环型势角向波函数

在 c = 0的特例, 双环形势角向波函数能退化为单
环形势场中的角向波函数.
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3)双环形势场情形.取 (1)式中势参数 c> 0,则
γ3 = [1+

√
1+4c]/2 > 0, γ4 =

[
1−

√
1+4c

]
/2 < 0,

角量子数取

l′3 = 2s+m′+ γ3, l′4 = 2s+m′+ γ4, (46)

角向波函数 (14)式为

Hl′3m′(x)

=Nl′3m′xγ3(1− x2)m′/2
2F1

(
−l′3 +m′+ γ3

2
,

l′3 +m′+ γ3 +1
2

;γ3 +
1
2

;x2
)
, (47)

Hl′4m′(x)

=Nl′4m′xγ4(1− x2)m′/2
2F1

(
−l′4 +m′+ γ4

2
,

l′4 +m′+ γ4 +1
2

;γ4 +
1
2

;x2
)
, (48)

(48)式中 xγ4 发散,角向波函数 Hl′4m′(x)也发散,不
合题意, 应舍去; (47)式中 xγ3 项有限,角向波函数
Hl′3m′(x)也有限,符合题意, 应保留. 故双环形势角
向波函数只能取 Hl′3m′(x),表示为

Hl′m′(x) = Hl′3m′(x) (l′3 −m′−2s = γ3 > 0), (49)

Hl′3m′(x)是奇函数,表明粒子在 x = 0(θ = π/2)处不
出现,这是因为由 (1)式表示的双环形势在 θ = π/2
处是无限高而形成的. 双环形势角量子数 l′ = l′3 的
数量是中心势和单环形势角量子数 l′ = l′1, l

′
2 数量

的一半.
4)角向波函数的级数形式. 根据超几何多项式

的级数展开公式 [25]

2F1(−n,β ;γ;x) =
n

∑
µ=0

(−1)µ n!
µ!(n−µ)!

(β )µ

(γ)µ
xµ ,

(β )µ =
Γ (β +µ)

Γ (β )
(n = 0,1,2 · · ·), (50)

将 (13)和 (17)式代入 (14)式得角向波函数的级数
展开形式为

Hl′m′(x) =

√
2l′+1

2
1

s!Γ (l′− s− γ +1)
Γ (s+ γ +1/2)
Γ (l′− s+1/2)

xγ(1− x2)m′/2
s

∑
µ=0

(−1)µ s!
µ!(s−µ)!

Γ (l′− s+µ +1/2)
Γ (µ + γ +1/2)

x2µ . (51)

做变换 ν = s−µ ,并应用公式 [25]

Γ (2x) =
1√
π

22x−1Γ (x)Γ (x+1/2), (52)

角向波函数 (51)式转化为

Hl′m′(x) = 2γ
[

2l′+1
2

s!
Γ (l′− s− γ +1)

Γ (2s+2γ +1)
Γ (s+ γ +1)

× Γ (l′− s+1)
Γ (2l′−2s+1)

]1/2

xγ(1− x2)m′/2

×
s

∑
ν=0

(−1)s−ν

2l′ν!(s−ν)!
Γ (s+ γ −ν +1)

Γ (2s+2γ −2ν +1)

× Γ (2l′−2ν +1)
Γ (l′−ν +1)

x2s−2ν , (53)

(53)式角向波函数的级数形式与近期工作 [27] 是一

致的,二者仅相差一个符号 (−1)s. 说明级数方法和

本文所用特殊函数方法求解双环形势角向波函数

问题的等价性.

5) 考虑 Hulthén 势情形. 取 (1) 式中势参

数 b = c = 0 时, 由 (1) 式表达的双环形 Hulthén

势退化为 Hulthén 势. 由 (8), (13) 和 (28) 式得

l′ = 2s+m = l, l′ = 2s+m+1 = l,其中 l = 0,1,2 · · ·
是普通意义上的角量子数. 主量子数为 n′ = n =

nr + l +1,n = 1,2,3 · · · , Hulthén体系的能谱方程为

En = − µZ2e4

2h̄2

(
1
n
− h̄2δ

2µZe2 n
)2

+
h̄2

2µ
δ 2l(l +1)

12
, (54)

(54) 式与文献 [20, 21] 的结果是一致的. 当 δ → 0

时,由 (54)式得类氢原子体系能级为

En =−µZ2e4

2h̄2n2
. (55)

Hulthén势和类氢原子的能谱是双环形 Hulthén势

能谱在势参数 b = c = 0的特例.

5 结 论

提出了一类新的非中心势——双环形Hulthén

势. 用指数函数近似表示任意分波的离心项,讨论

该势 Schrödinger 方程的束缚态解. 归一化的角向

波函数和径向波函数用超几何函数表示,给出了束

缚态能谱的解析表达式. 体系的波函数和能谱与类

环形 Hulthén势的势参数和三个量子数有关. 中心

势场和单环形势场角向波函数以及 Hulthén势束缚

态能谱是本文双环形 Hulthén势的特例, 双环形势

场能退化为中心势场和单环形势场情形.
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Approximate analytical solutions of bound states for
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Abstract
The double ring-shaped Hulthén potential is proposed in this paper. By using the analytical method of function, the approximate

analytical solutions of bound state solutions of Schrödinger equation for the double ring-shaped Hulthén potential are presented within
the framework of an exponential approximation of the centrifugal potential for arbitrary l-states. The normalized angular and radial
wave function expressed in terms of hypergeometric polynomials are presented. The energy spectrum equations are obtained. The
wave function and the energy spectrum equations of the system are related to three quantum numbers and parameters of double ring-
shaped Hulthén potential. The polar angular wave functions of the central potential and ring-shaped potential and the energy spectrum
equations of Hulthén potential turn out to be the special cases of the double ring-shaped Hulthén potential.
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