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一种应用于量子数据压缩的幺正变换生成方法*
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提出了一种两类正交基矢按照特定要求相互转换的幺正变换生成方法. 特定要求为第一类基矢中特定的四种

典型基矢经幺正变换后,第三个量子比特特定为 |0⟩,而四种非典型基矢经幺正变换后,第三个量子比特为 |1⟩. 将该
幺正变换应用于量子数据压缩,准确度达到 0.942. 该方法的提出为量子压缩和解压缩的实现提供了基础,对于其他

要求特定对应关系的幺正变换的生成具有借鉴意义.
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1 引 言

近年来量子通信在物理与通信学科的双重激

励下发展迅速.很多学者在量子纠缠 [1−5]、量子远

程传态 [6−10]、量子信令 [11] 等方面进行了研究.在

经典通信领域, 传输的信息具有一定的冗余性, 去

除信息冗余以减少传输信息比特的方法称为压缩,

信息的压缩可以起到节约资源的目的. 在量子通信

领域, 也要进行量子压缩, 即将表达量子信息的多

个量子比特采用较少的量子比特来传输.

量子压缩技术随着量子编码技术的发展而逐

步得到发展. 1995年, Schumacher[12] 证明了量子信

息论类似于经典信息论中无噪编码的理论. 之后,

Divicenzo[13] 将 Schumacher 的编码方法进行了仿

真, 并对其在时间、空间等方面进行了评估. 1998

年, Jozsa 等 [14] 提出了一种通用的量子信息压缩

方法, 该方法并没有指定具体的信源内容,只是对

通用信源的一个讨论.之后, 有学者在分布式压缩

编码 [15,16], 固定长度编码及变长编码 [17,18], 块编

码 [19]等方面做了相应的研究.

无论在何种量子数据压缩算法中, “准确度”是

衡量量子信息传输质量的重要指标.为了在量子压

缩的过程中满足一定的准确度要求,将所有可能的

“量子码字”所定义的量子空间进行 “典型性”分类,

再根据 “典型性”的不同,将一类基矢表达的量子态

通过幺正变换转换成指定形式的量子态,才能进一

步完成量子数据压缩. 目前在参考文献 [20]中已经

提到此问题,但未有详细的转换方法.

本文首先以某一特例提出典型空间划分的过

程,这是量子压缩的前提;其次,介绍了量子压缩与

解压缩的过程,提出满足特定要求的幺正变换的需

求; 最后提出特定幺正变换的具体实现过程, 并计

算出该幺正变换下量子信息的 “准确度”,并与采用

最大可能态矢猜测的 “准确度”进行了对比.

2 典型空间划分与量子压缩解压缩

2.1 典型空间划分

为了更具体地讨论典型空间划分方法,从二维

空间开始建立基矢,并张量至八维空间进行量子压

缩的讨论.首先,在二维空间 V 内,以基矢 |0⟩和 |1⟩
建立量子信道传输信息 {|a⟩, |b⟩},如下式所示:
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|a⟩= |0⟩=

1

0

 ,

|b⟩= 1√
2
(|0⟩+ |1⟩) = 1√

2

1

1

 .

(1)

同时计算信息的符号密度算符 ρ = pa|a⟩⟨a|+
pb|b⟩⟨b|, 并求出 ρ 的特征向量 |λa⟩ 和 |λb⟩, 见 (2)

和 (3)式. 选择的符号信息满足 ρ 的特征向量完备
正交的条件,因此 |λa⟩和 |λb⟩构成空间 U 的完备

正交基矢:

|λa⟩=

cos(π/8)

sin(π/8)

 , (2)

|λb⟩=

 sin(π/8)

−cos(π/8)

 . (3)

将消息延伸到 3个量子比特,则消息结果如 (4)

式所示:

|M⟩= |aaa⟩, |aab⟩, |aba⟩, |abb⟩, |baa⟩,

|bab⟩, |bba⟩, |bbb⟩. (4)

利用 (2), (3) 和 (4) 式可以得到 |M⟩ 对应空
间的正交基矢 {λi,λ j,λk = λa,λb}, 计算方法为

|λiλ jλk⟩= |λi⟩⊗ |λ j⟩⊗ |λk⟩,例如:

|λaλaλb⟩= |λa⟩⊗ |λa⟩⊗ |λb⟩

=



sin
π

8
cos2 π
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−cos3 π
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−sin
π

8
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π
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8
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8
cos
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. (5)

以此类推, 分别求出所有基矢. 为了进行典型

与非典型空间的划分,需要计算消息与正交基矢的

交叠 |⟨ψ |M⟩|2,如下所示:

|⟨λaλaλa|M⟩|2

= λ 3
a = cos6(π/8) = 0.6219, (6)

|⟨λaλaλb|M⟩|2

= |⟨λaλbλa|M⟩|2 = |⟨λbλaλa|M⟩|2

= λ 2
a λb = cos4(π/8)sin2(π/8)

= 0.1067, (7)

|⟨λaλbλb|M⟩|2

= |⟨λbλaλb|M⟩|2 = |⟨λbλbλa|M⟩|2

= λaλ 2
b = cos2(π/8)sin4(π/8)

= 0.0183, (8)

|⟨λbλbλb|M⟩|2

= λ 3
b = sin6(π/8) = 0.0031. (9)

由 此 可 见, 由 Ω = {|λaλaλa⟩, |λaλaλb⟩,
|λaλbλa⟩, |λbλaλa⟩} 定 义 的 子 空 间 发 生 的
概率大, 而正交补子空间 (compliment) Ω⊥ =

{|λaλbλb⟩, |λbλaλb⟩, |λbλbλa⟩, |λbλbλb⟩} 发生的
概率小. 这意味着, 使用从特征态基矢 Λ =

{|λa⟩, |λb⟩}⊗3 中得到的态 |ψ⟩ 来进行任何测量,

其测量结果映射在子空间 Ω 比映射在空间 Ω⊥

的可能性更大, 其相应的概率分别为 p(Ω) =

λ3
a + 3λ2

aλb = 0.6219+ 3× 0.1067 = 0.942 ≡ 1− δ
和 p(Ω⊥) = 3λaλ

2
b + λ3

b = 3 × 0.0183 + 0.0031 =

0.058 ≡ δ .

2.2 量子压缩与解压缩

测量结果映射在典型空间 Ω 与非典型空

间 Ω⊥ 子空间的概率不同, 这是进行量子压缩

的基础. 对于典型子空间 Ω , 称任何 |ψtyp⟩ =
|λaλaλa⟩+ |λaλaλb⟩+ |λaλbλa⟩+ |λbλaλa⟩形式的
消息都是量子信息论中的典型态. 由 (6)—(9)式知,

使用从特征态基矢 Λ = {|λa⟩, |λb⟩}⊗3 中得到的态

|ψ⟩来进行任何测量,其测量结果映射在典型子空

间 Ω 的概率为 0.942.

2.2.1 量子压缩
为了进行消息的量子压缩, 发射方 Alice要做

如下步骤. Alice应用上述幺正变换 U 将四种典型

态 (称为 |ψtyp⟩)被转换为 |xy0⟩ = |xy⟩⊗ |0⟩的形式,

将另外四种非典型态被转换为 |xy1⟩= |xy⟩⊗ |1⟩形
式的态,并称 |ψ ′⟩ = U |ψ⟩为这种重新编码的结果.

接收方 Bob也能够通过进行逆变换 |ψ⟩ =U−1|ψ ′⟩
恢复原始状态 |ψ⟩.
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Alice在 |ψ ′⟩的第 3个量子比特上进行测量:

1)如果测量的结果是 0,那么消息状态为 |xy0⟩,
为典型态;

2)如果测量的结果是 1,那么消息状态为 |zk1⟩,
为非典型态;

不管何种测量结果, Alice均将此 2-qubit的量

子信息送入量子信道, 只是对于不用的测量结果,

对应不同的状况;

3)如果结果为 0,被送入量子信道的两个量子

比特为 |xy⟩,这两个量子比特称为 |ψcomp1⟩;
4)如果结果为 1,被送入量子信道的两个量子

比特为 |zk⟩;满足U−1(|zk⟩⊗ |0⟩) =典型态.

2.2.2 量子解压缩
Bob 将量子比特 |0⟩ 附加在接收的消息上, 这

样该消息变成了 |xy⟩⊗ |0⟩ 或者 |zk⟩⊗ |0⟩, 并进行
U−1 变换:

|ψ ′′⟩=U−1(ψcomp1⟩⊗ |0⟩) =U−1|xy0⟩

= |ψtyp⟩,

|ψ ′′′⟩=U−1(|ψcomp2⟩⊗ |0⟩) =典型态.

(10)

在解压缩中,接收端恢复原始消息态 |ψtyp⟩,同
时非典型态也转换为典型态, 但是从特征态基矢

Λ = {|λa⟩, |λb⟩}⊗3 中得到的态 |ψ⟩ 来进行任何测
量,其测量结果映射在非典型子空间 Ω⊥ 的概率只

有 0.058, 因此只是偶尔会得到一些由非典型态转

换而来的典型态.

3 特定幺正变换的实现

由上述可知, 若要实现量子压缩与解压缩, 特

定条件的幺正变换显得非常重要.其中的特定条件

为正交子空间的基矢经幺正变换变为第二类基矢

后,基矢的第三位为 |0⟩;正交补子空间的基矢经幺
正变换变为第二类基矢后,基矢的第三位为 |1⟩.
第一类基矢用 |λiλ jλk⟩表示, i, j = a, b; 第二

类基矢用 |ul⟩ 表示, u1 = 000, u2 = 001, u3 = 010,

u4 = 011, · · · . 第一类基矢转换为第二类基矢的幺正

变换用 U 表示, 则 U =
n

∑
l=1

|ul⟩⟨λiλ jλk|. 为满足特

定条件,将 |λiλ jλk⟩与 |ui⟩按图 1所示相对应,即可

得到特定关系的幺正变换.即 l = 1时, i = a, j = a,

k = a; l = 2 时, i = a, j = b, k = b; l = 3 时, i = a,

j = a, k = b;以此类推.

图 1 两类基矢对应关系

经对应关系转换后,得到的幺正变换为

U =


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8 cos π8 −cos3 π
8 −sin π8 cos2 π
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8 cos π8 sin3 π

8 −sin π8 cos2 π
8 −sin2 π

8 cos π8
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8 cos π8 sin3 π

8 −sin π8 cos2 π
8 −sin2 π

8 cos π8 −sin π8 cos2 π
8 −sin2 π

8 cos π8 cos3 π
8 sin π8 cos2 π

8
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8 sin2 π
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8 cos π8 sin3 π
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8 −sin π8 cos2 π
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8 cos π8
sin3 π

8 −sin2 π
8 cos π8 −sin2 π

8 cos π8 sin π8 cos2 π
8 −sin2 π

8 cos π8 sin π8 cos2 π
8 sin π8 cos2 π

8 −cos3 π
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

.

(11)

4 量子压缩准确度衡量

衡量量子压缩的一个重要参数为准确度 (fi-

delity),其定义为

F = ⟨ψ |ρ|ψ⟩= ∑
i, j,k

pi, j,k|⟨ψ|i jk⟩|2 (i, j,k = a,b),

(12)
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这里 |ψ⟩为任意测量态. 假设各种消息出现的概率

相等 pi, j,k = 1/8, 准确度降至 F = ∑
i, j,k

|⟨ψ|i jk⟩|2/8.

显然准确度是对于测量的选择 |ψ⟩ = |λaλaλa⟩ 的
一个最大值,可得到 F = 0.621.

Bob完成重建后,解压之后的密度算符设为 ρ̃ .

原始消息 |ψ⟩密度算符为 |ψ⟩⟨ψ|. 它在典型空间 Ω
的投影为 E|ψ⟩⟨ψ|E+ = E|ψ⟩⟨ψ|E, 这是 ρ̃ 的第一
个分量, 它对应于典型消息状态 |ψtyp⟩. 其中, E 为

典型子空间 Ω 的投影算子,满足

E = ∑
|λiλ jλk⟩∈Ω

|λiλ jλk⟩⟨λiλ jλk|. (13)

ρ̃ 的 第 二 个 分 量 对 应 于 非 典 型

消 息 态, 由 于 非 典 型 消 息 经 过 U−1

也 为 典 型 态 (10) 式, 故 ρ̃junk = ⟨ψ|(I −
E)|ψ⟩(|λaλaλa⟩⟨λaλaλa| + |λaλaλb⟩⟨λaλaλb| +

|λaλbλa⟩⟨λaλbλa|+ |λbλaλa⟩⟨λbλaλa|).
传输和重建的消息因此有完整的密度算符

ρ̃ = E|ψ⟩⟨ψ|E + ρ̃junk, (14)

因此 “准确度”(fidelity)为

F̃ = ⟨ψ|ρ̃|ψ⟩= ⟨ψ|E|ψ⟩⟨ψ|E|ψ⟩+ ⟨ψ |ρ̃junk|ψ⟩

≡ (1−δ )2 +δ (|⟨ψ|λaλaλa⟩|2 + |⟨ψ |λaλaλb⟩|2

+ |⟨ψ |λaλbλa⟩|2 + |⟨ψ|λbλaλa⟩|2). (15)

将 δ = 0.058和 |⟨λaλaλa|ψ⟩2 = λ 3
a = 0.6219和

|⟨λaλaλb|M⟩|2 = |⟨λaλbλa|M⟩|2 = |⟨λbλaλa|M⟩|2 =
0.1067代入上式,可以得到

F̃ ≡ 0.942. (16)

由此可见, 采用量子压缩算法, 相对于采用最

大可能性态矢进行测量的准确度提高了,由原来的

0.621提高到 0.942.

5 结 论

本文提出了一种幺正变换生成方法,满足了特

定要求的基矢对应关系,并将该幺正变换应用于量

子信源数据压缩. 该幺正变换生成方法简单易实现,

并且应用的量子数据压缩率相对于采用最大可能

性态矢进行测量的准确度有显著提高.
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with a result that the fidelity of the compression is 0.942. This method provides an important basis for realizing quantum compression
and decompression. And it can be an important reference of other UT generation method which must fulfill some requirements.
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