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应用改进的特征基函数法和自适应交叉近似算法
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特征基函数的构造是特征基函数法的关键步骤之一,传统方法在构造特征基函数时,需要在每个子域设置足够

多的入射波激励,生成的特征基函数个数较多,奇异值分解时间较长. 为了加快特征基函数的构造,本文提出了一种

改进的特征基函数法. 该方法充分考虑每个子域之间的耦合作用,求出每个子域的次要特征基函数,从而降低入射

波激励的个数,大大减少了特征基函数的个数;并且结合自适应交叉近似算法加速阻抗矩阵元素的计算,提高了次

要特征基函数求解和缩减矩阵构建过程中的矩阵矢量相乘的速度.数值结果证明了本文方法的精确性和高效性.
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1 引 言

矩量法 [1−4] 一直是电磁场领域最活跃的课题

之一, 近年来先后有多种快速算法被提出, 如多层

快速多极子算法 (MLFMA)[5−9]、预条件快速傅里

叶变换 [10] 法、自适应积分法 (AIM)[11,12]、快速偶

极子法 [13] 等. 但上述方法需要采用迭代法求解线

性方程组, 不仅耗时, 而且对某些复杂结构目标进

行分析时所得到的阻抗矩阵条件数差,存在收敛缓

慢甚至不能收敛的问题. 特征基函数法另辟途径,

通过分块技术, 降低阻抗矩阵维数, 对目标进行分

块操作并构造特征基函数 (CBFs),使用高阶基函数

反映块之间的耦合作用,然后采用降阶方法构造一

个缩减的系数矩阵,进而可采用 LU分解法直接求

解,在分析电大尺寸目标的电磁散射特性中取得了

较好的效果,这其中以Mittra等 [14]提出的 I型特征

基函数法 (CBFM-I)为代表.随后,一些学者对基函

数的构造进行了改进, 提出了基于 Foldy-Lax多径

散射方程的特征基函数法 (又称之为 II型特征基函

数法 (CBFM-II)[15]),以及自适应修正特征基函数法

(AMCBFM)[16]. 传统的特征基函数法其特征基函

数的构造依赖于入射角度、极化方式等入射平面

波信息,对于雷达单站电磁散射特性分析以及多激

励问题,需要对每个激励重复计算,非常耗时. 2008

年, Lucente 等 [17] 在 CBFM-I 的基础上, 对特征基

函数的构造进行了改进,提出了一种基于奇异值分

解 (SVD)的特征基函数法 (SVD-CBFM),该方法在

分析目标单站电磁散射特性方面取得了较好的效

果.随后又有学者提出了基于物理光学 (PO)的特征

基函数法 [18,19]、基于 PO的球谐函数展开 -多层快

速多级子技术 (SE-MLFMM)的特征基函数法 [20]、

多层奇异值分解 (MLSVD) 的特征基函数法 [21]、

基于自适应交叉近似 (ACA) 算法的特征基函数

法 [22] 以及基于 AIM的特征基函数法 [23], 这些方

法在构造子域的一组完备 CBFs时,需要设置足够
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多的入射波激励, 生成的特征基函数个数较多, 奇

异值分解时间较长. 本文基于 SVD-CBFM,对传统

的特征基函数构造加以改进, 减少入射波个数, 对

于每个入射平面波激励,求出每个子域的主要特征

基函数 (PCBF)后, 充分考虑每个子域之间的耦合

作用,求出每个子域的次要特征基函数 (SCBF),最

后将该子域的特征基函数经过奇异值分解,得到与

入射角度、极化方式无关的一组完备 CBFs. 通过

对各个子域 CBFs不同的线性组合,可求出任意角

度入射下目标的表面电流分布,进而分析目标的电

磁散射特性. 由于该方法考虑到每个子域的耦合作

用, 所以可以大大减少入射波的个数, 从而减少特

征基函数的个数,减少 SVD时间. 另外,利用 ACA

算法加速远组阻抗矩阵元素填充、加快求解 SCBF

以及缩减矩阵构建中的矩阵矢量乘积的速度.

2 基本原理

2.1 奇异值分解特征基函数法

应用矩量法分析电磁散射问题时,需要将连续

的电场积分方程 [24]离散为如下矩阵方程:

Z ·J =E, (1)

式中 Z 为 N ×N 维的阻抗矩阵, N 为未知量的个

数; J 为待求的 N × 1 维的电流向量; E 为激励向

量. 特征基函数法首先将散射目标划分为 M 个子

域,再对每个子域进行剖分,将方程 (1)变为如下形

式:

Z11 Z12 Z13 · · · Z1M

Z21 Z22 Z23 · · · Z2M

Z31 Z32 Z33 · · · Z3M
...

...
... · · ·

...

ZM1 ZM2 ZM3 · · · ZMM





J1

J2

J3
...

JM


=



E1

E2

E3
...

EM


,

(2)

式中Zi j(i= 1,2, · · · ,M; j = 1,2, · · · ,M)表示Ni×N j

的子矩阵 Ji 表示待求感应电流, Ei 表示激励向量.

与 CBFM-I, CBFM-II, AMCBFM构造 CBFs方

法不同, SVD-CBFM[17] 构造的 CBFs 与激励无关,

对于多入射问题,只需求解出一组完备的 CBFs即

可表达目标表面电流. 为得到一组完备的 CBFs,

SVD-CBFM 需要在目标上方按照 ∆θ 和 ∆ϕ 均匀

地设置足够多的入射平面波激励,对于电大复杂目

标, 角度间隔需满足 3◦ 6 (∆θ ,∆ϕ) 6 10◦ [25,26], 假

设 Nθ , Nϕ 分别为 θ 和 ϕ 方向上入射平面波激励的
个数,加上两种极化方式,共有 Npws = 2Nθ Nϕ 个入

射平面波激励,记为 V
Npws

ii . 则子域 i在平面波激励

下的电流可以通过下式求解:

Ze
ii ·J e

ii = V
Npws

ii , (3)

式中, Ze
ii 为第 i个子域扩展后的 Nbe

i ×Nbe
i 维自阻

抗矩阵, V Npws
ii 为 Nbe

i ×Npws 维矩阵, J e
ii 为第 i个子

域在平面波激励 V
Npws

ii 下的电流系数矩阵,维数为

Nbe
i ×Npws, 去掉扩展部分即得到该子域 i 的电流

响应.

一般而言, 平面波激励数远大于子域的自由

度 [25,26], 通过求解 (3)式得到的 J e
ii 含有大量的冗

余信息,不能直接作为 CBFs,为得到一组最小完备

CBFs,需要对 J e
ii 进行 SVD,即

J e
ii =UWV T, (4)

式中, U 为 Nbe
i ×Npws 的正交矩阵, W 为 Npws ×

Npws 的对角矩阵, 对角元素为 J e
ii 的奇异值, V 为

Npws ×Npws 的正交矩阵. 对 U 选择合适的门限,保

留大于门限前 Ki 个列向量作为子域 i的一组最小

完备 CBFs, 记为 JCBFs
ii . 用 J k

i 表示矩阵 JCBFs
ii 的

第 k个列向量,即子域 i上的第 k个 CBFs. 对每个

子域进行上述操作后,假设每个子域保留 Ki(i = 1,

2, · · · ,M) 个 CBFs, 则各个子域上的电流可以用该

子域的 CBFs线性组合表示:

Ji =
Ki

∑
k=1

ak
i J

k
i (i = 1,2, · · · ,M), (5)

式中, ak
i 为相应的展开系数. 则目标的表面电流为

J =



J1
...

Ji
...

JM


=

K1

∑
k=1

ak
1


J k

1

[0]
...

[0]

+ · · ·

+
Ki

∑
k=1

ak
i



[0]
...

[J k
i ]
...

[0]


+ · · ·+

KM

∑
k=1

ak
M



[0]
...

[0]
...

[J k
M]


, (6)
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式中, ak
i (i = 1,2, · · · ,M; k = 1,2, · · · ,Ki) 为待求

CBFs 的展开系数. 将 (5) 式代入到 (2) 式, 对方

程两边同乘 JCBFs
ii 所有列向量的转置,得到一个关

于 ak
i 降阶的线性方程组,即

ZR ·a= V R, (7)

式中 ZR 为降阶后的缩减矩阵, 维数为
M

∑
i=1

Ki ×

M

∑
i=1

Ki, a 为未知 CBFs 的展开系数矩阵, V R 为降

阶后的激励矩阵,其中缩减矩阵 ZR 表示为



(J1
1 )

TZ11J
1
1 (J1

1 )
TZ11J

2
1 · · · (J1

1 )
TZ11J

K1
1 · · · (J1

1 )
TZ1MJ

1
M (J 1

1 )
TZ1MJ

2
M · · · (J 1

1 )
TZ1MJ

KM
M

...
...

...
...

...
...

(JK1
1 )TZ11J

1
1 (JK1

1 )TZ11J
2
1 · · · (JK1

1 )TZ11J
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1 · · · (JK1

1 )TZ1MJ
1
M (JK1

1 )TZ1MJ
2
M · · · (JK1

1 )TZ1MJ
KM
M

...
...

...
...

...
...

(J1
M)

TZM1J
1
1 (J 1

M)
TZM1J

2
1 · · · (J1

M)
TZM1J

K1
1 · · · (J1

M)
TZMMJ

1
M (J1

M)
TZMMJ

2
M · · · (J1

M)
TZMMJ

KM
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...
...

...
...

...
...

(JKM
M )TZM1J

1
1 (JKM

M )TZM1J
2
1 · · · (JKM

M )TZM1J
K1
1 · · · (JKM

M )TZMMJ
1
M (JKM

M )TZMMJ
2
M · · · (JKM

M )TZMMJ
KM
M


,

(8)

降阶后的缩减矩阵维数较小,可以通过 LU分解直

接求解出系数矩阵 a,再将 a代入到 (6)式就可得

到目标表面电流 J . 显然,对于多激励问题,对 ZR

进行一次 LU分解后,可以重复利用,求解出所有激

励的电流响应,非常适用于目标的单站电磁散射特

性分析.

2.2 改进的特征基函数法

本文基于 SVD-CBFM[17], 对特征基函数的构

造进行改进, 减少入射平面波激励的个数, 对于每

个平面激励, 求出每个子域的 PCBF 后, 充分考虑

子域间的互耦作用,求出各个子域的 SCBF.由于考

虑到了每个子域的互耦作用,可以大大减少入射平

面波激励的个数, 从而减少特征基函数的个数, 减

少 SVD时间.

对于每一个入射平面波激励, 为每个子域构

造特征基函数,包括 PCBF和 SCBF.扩展子域 i的

PCBF可表示为

Ze
iiJ

P
i =Ei (i = 1,2,3, · · · ,M), (9)

式中 Ei 是一个 Nbe
i × 1 维的激励向量, Ze

ii 是

Nbe
i ×Nbe

i 维的方阵, 表示扩展子域 i的自阻抗. 采

用 LU 分解法直接求解 (9) 式, 得到扩展子域 i 的

JP
i ,去掉扩展部分即得到子域 i的 PCBF.

将所有其他子域的 PCBF 产生的散射场作为

子域 i的入射场,可得到第一阶 SCBF的表达式,如

(10) 式所示. 依此类推, 更高阶的 SCBF 表达式如

(11)式所示 (本文取至 2阶):

Ze
iiJ

S1
i =−

M

∑
j=1( j ̸=i)

Zi jJ
P
j (i = 1,2, · · · ,M), (10)

Ze
iiJ

S2
i =−

M

∑
j=1( j ̸=i)

Zi jJ
S1
j (i = 1,2, · · · ,M), (11)

求解 (10) 和 (11) 式并去除扩展部分, 即可得各阶

SCBF.

本文方法假设在每个子域 θ 和 ϕ 方向上入
射平面波数分别为 Nnew

θ , Nnew
ϕ (Nnew

θ Nnew
ϕ ≪ Nϕ Nθ ),

SCBF 取至 2 阶, 再考虑两种极化方式, 通过求解

(9)—(11)式得到的特征基函数个数为 Nnew
pws (N

new
pws =

6Nnew
θ Nnew

ϕ ). 新方法构造的特征基函数包含大量的

冗余信息, 经 SVD 后得到一组最小完备 CBFs, 再

采用相同的方法构造缩减矩阵,求解出 CBFs的展

开系数.

2.3 ACA加速计算

改进的特征基函数法在构造特征基函数过程

中, 填充远组阻抗矩阵元素、求解次要特征基函

数以及构造缩减矩阵中的矩阵矢量相乘运算, 都

是非常耗费时间的步骤. 为了提高运算效率,引入

ACA[27]算法加快计算过程.

使用 ACA方法,将 (2)式中两个远场区域相互

作用的子阻抗矩阵Zi j分解为两个满秩矩阵的乘积

形式:

Z
Ni×N j
i j ≈ Z̃

Ni×N j
i j =ZUZV , (12)
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其中 ZU 为 Ni × r维矩阵, ZV 为 r×N j 维矩阵, r为

矩阵 Zi j 的有效秩,自适应交叉近似过程中的误差

由误差迭代门限 τ 控制,该门限决定何时停止计算

新的 ZU 和 ZV 的行和列,即∥∥∥ZNi×N j
i j − Z̃

Ni×N j
i j

∥∥∥6 τ
∥∥∥ZNi×N j

i j

∥∥∥ , (13)

其中 ∥•∥是矩阵的 Frobenius范数, r ≪ min(Ni,N j).

由此可以看出, ACA算法只需抽取计算 r(Ni +N j)

个阻抗矩阵元素,远小于 Ni ×N j,大大加快了远组

阻抗矩阵填充速度.

构造 SCBF过程中,需要做大量的矩阵矢量相

乘运算, 利用压缩格式的子矩阵代替 (10) 式中的

Zi j,并交换乘积顺序:

Ze
iiJ

S1
i =−

M

∑
j=1( j ̸=i)

ZU
(
ZVJ

P
j
)
, (14)

可将计算量由 Ni ×N j 降为 r(Ni +N j). 同样在构造

缩减矩阵的过程中,也需要频繁地进行矩阵矢量相

乘运算. 将 (8) 式中的阻抗矩阵 Zi j 用压缩格式表

示,并设置合适的乘积顺序,可得

ZR
i j = [(JA

i )
TZU ][ZVJ

B
j ]

(i, j 6 M,A 6 Ki,B 6 K j), (15)

此时,计算量由原来的 (Ni+1)×N j降为 r(Ni+N j+

1),由于 r ≪ min(Ni,N j),因此加速效果是显著的.

3 数值算例与结果

为了验证本文方法的有效性, 分别对 16 个导

体圆柱、正方体导体和杏仁体的 RCS进行了计算.

本文所有计算均在 Intel(R) Core(TM) i7-3820 3.60

GHz, 64 GB RAM的 PC机上完成,操作系统为 Fe-

dora 64位系统,编译器采用 GNU g++ 4.7.2,所有算

例均采用双精度浮点计算, SCBF 取至 2 阶, ACA

误差迭代门限 τ 为 0.001, SVD门限取 0.001.

算例 1 研究了 16个离散导体圆柱的双站电

磁散射特性,每个圆柱的半径为 0.25 m,高为 0.5 m,

相邻圆柱间隔为 0.5 m, 用三角单元进行剖分, 单

元数为 9728, 未知数为 14592, 入射波频率为 500

MHz,入射角 θi = 60◦, ϕi = 0◦. 将每个圆柱划为一

个子域,采用 SVD-CBFM时,在 θ 方向、ϕ 方向各
构造 20个平面波激励,再考虑两种极化方式,共需

要 800个平面波激励,每个子域生成 800个 CBFs,

经过 SVD 后, 每个子域有 141 个 CBFs, 最后生成

的缩减矩阵的维数为 2256.采用 SVD-ICBFM-ACA

时, 在 θ 方向、ϕ 方向各构造 6 个平面波激励, 再

加上两种极化方式,共需要 72个平面波激励,每个

子域生成 216个 CBFs,与 SVD-CBFM相比, CBFs

个数减少了 73%. 经过 SVD 后, 每个子域平均只

有 68 个 CBFs, 最后生成的缩减矩阵维数为 1092,

与 SVD-CBFM比较,缩减矩阵维数减少 52%. 两种

方法的计算结果如图 1(a)和 (b)所示,由 1图可见

SVD-ICBFM-ACA计算得到的雷达散射截面 (RCS)

曲线与 SVD-CBFM符合较好.

图 1 (a) 16个导体圆柱的 HH极化双站 RCS; (b) 16个导体圆
柱的 VV极化双站 RCS

算例 2 研究了一个边长为 0.8 m 正方体导

体的单站电磁散射特性, 用三角单元进行剖分, 单

元数为 7794, 将其划分 8 个子域, 相邻子域间扩

展 0.15λ , 扩展后未知数为 14306, 入射波频率为

1 GHz, 入射角 θi = 0◦—180◦, ϕi = 0◦. 采用 SVD-

CBFM 时, 在 θ 方向、ϕ 方向上各构造 20 个平面

波激励, 再考虑两种极化方式, 共需要 800 个平面

波激励,每个子域生成 800个 CBFs,经过 SVD后,

每个子域平均有 174 个 CBFs, 最后生成的缩减矩

阵的维数为 1396. 采用 SVD-ICBFM-ACA时,在 θ
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方向、ϕ 方向各构造 6个平面波激励,加上两种极

化方式,需要 72个平面波激励,每个子域生成 216

个 CBFs,与 SVD-CBFM相比, CBFs个数减少 73%.

经过 SVD后,每个子域平均只有 98个 CBFs,最后

生成的缩减矩阵维数为 789, 与 SVD-CBFM 比较,

缩减矩阵维数减少了 44%. 两种方法的计算结果如

图 2(a)和 (b)所示,可以看出 SVD-ICBFM-ACA具

有较高的计算精度.

图 2 (a)正方体导体 HH极化单站 RCS; (b)正方体导体 VV
极化单站 RCS

算例 3 研究了一个 252.3744 mm 导体杏仁

体的单站电磁散射特性, 用三角单元进行剖分, 单

元数为 6124, 将其沿 x 方向划分 10 个子域, 相邻

子域间扩展 0.15λ ,扩展后未知数为 13348,入射波

频率为 7 GHz, 入射角 θi = 90◦, ϕi = 0◦—180◦. 采

用 SVD-CBFM时,在 θ 方向、ϕ 方向上各构造 20

个平面波激励, 再考虑两种极化方式, 共需要 800

个平面波激励, 每个子域生成 800 个 CBFs, 经过

SVD后,每个子域平均有 136个 CBFs,最后生成的

缩减矩阵的维数为 1360. 采用 SVD-ICBFM-ACA

时, 在 θ 方向、ϕ 方向各构造 7 个平面波激励, 加

上两种极化方式,需要 98个平面波激励,每个子域

生成 294个 CBFs,与 SVD-CBFM相比, CBFs个数

减少了 64%. 经过 SVD 后, 每个子域平均只有 92

个 CBFs,最后生成的缩减矩阵维数为 918,与 SVD-

CBFM比较缩减矩阵维数减少了 33%. 两种方法计

算结果如图 3(a)和 (b)所示, SVD-ICBFM-ACA与

SVD-CBFM符合较好.

图 3 (a)杏仁体 HH极化单站 RCS; (b)杏仁体 VV极化单站 RCS

表 1 CPU时间比较

目标及未知量个数 计算方法 基函数生成时间/s 缩减矩阵填充时间/s RCS求解时间/s 总时间/s

离散圆柱 (14592)
SVD-CBFM 2083 38542 30 40655

SVD-ICBFM-ACA 758 5131 16 5905

正方体 (14306)
SVD-CBFM 2652 28447 38 31137

SVD-ICBFM-ACA 1393 5042 24 6459

杏仁体 (13348)
SVD-CBFM 2100 12032 25 14157

SVD-ICBFM-ACA 930 4225 19 5174
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三个算例所需要的时间如表 1所示. 表 1中分

别给出了 SVD-CBFM, SVD-ICBFM-ACA在基函数

生成、缩减矩阵构造、RCS求解所消耗的时间. 通

过比较, 本文方法在基函数生成、缩减矩阵构造、

RCS求解时间上都有了大大的缩减,计算效率大大

提高.

4 结 论

本文提出了一种改进的特征基函数法,并结合

自适应交叉近似算法对导体目标电磁散射特性进

行了分析. 该方法充分考虑到子域间的耦合作用,

求出次要特征基函数以减少入射波激励个数,减少

了特征基函数的个数,减少了 SVD分解时间;另外,

利用自适应交叉近似算法来加速远组阻抗矩阵元

素填充、加快次要特征基函数求解以及构建缩减

矩阵中的矩阵矢量乘积的速度.数值结果表明, 本

文给出的 SVD-CBFM-ACA较之 SVD-CBFM,计算

效率大大提高.
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Abstract
Constructing characteristic basis functions (CBFs) is a key step of characteristic basis function method (CBFM). But it is required

to set adequate plane wave excitations in each sub-block, which leads to the increased number of characteristic basis functions and
the longer time consumed in singular value decomposition of traditional method. In order to accelerate the construction of CBFs,
an improved CBFM is presented, which fully considers the mutual coupling effects among sub-blocks and then the secondary level
characteristic basis function (SCBF) is obtained, therefore the number of plane wave excitations is reduced greatly, and so is the
number of characteristic basis functions. The adaptive cross approximation algorithm is also used to accelerate the matrix-vector
multiplication procedure of generating SCBF and constructing the reduced matrix. Numerical results demonstrate that the proposed
method is accurate and efficient.
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