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用预言振转跃迁谱线的新公式研究 AuO分子电子跃

迁 P支的高激发态发射谱线*
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本文在孙卫国等建立的预测双原子分子高转动激发态的振转跃迁能谱的解析物理公式的基础上,增加了该公

式推导时被省略的高阶转动项 Hυ 对能级的贡献,获得了包含此高阶小项的预测双核体系高转动激发态的振转跃迁

谱线的新表达式. 使用该新公式对 AuO分子 P支发射跃迁光谱的研究表明: 加入高阶转动常数 Hυ 后的新公式所预

言的振转跃迁谱线的精度比不包含 Hυ 的公式给出的结果提高了约一个数量级. 因此,更加有力地表明了使用多重

差分法建立的这类物理公式在预言实验未给出的物理数据方面的正确性和有效性.
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1 引 言

由于现代光谱技术和量子力学计算方法都难

以获得双原子核体系的高转动激发态的振转跃迁

光谱数据 [1−18], 最近孙卫国等将精确的实验测量
优势与严格理论推导的长处相结合、找到了振转

发射谱线之间的内在物理关系、并由此建立了使

用 15条已知实验跃迁谱线来预言高转动激发态 J
的未知跃迁谱线的解析公式 [1,9]. 在他们的推导过
程中,忽略了转动能级展开式中数量级为 10−10 的

高阶转动常数 Hυ 等小量对能级的贡献,仅保留了
数量级不小于 10−6 的 Dυ 等较大的转动常数. 本
文将研究在已有的解析公式 [1]中增加高阶小量 Hυ

的贡献后对所预言的高转动激发态跃迁谱线的影

响. 在文献 [1] 导出的双原子分子振 - 转能量表达
式的基础上,推导了增加转动常数 Hυ 后的预言高

转动激发态跃迁谱线的新计算公式. 将这个新公式
应用于 AuO 分子的 P 线发射跃迁光谱的研究, 不

仅得到了与实验精确相符的计算结果,并且还对实
验未能测得的较高转动态的跃迁谱做出了预言. 并
且通过与以往忽略 Hυ 项的公式得到的谱线结果比

较,发现新公式的结果比原公式的结果提高了约一
个数量级.

2 理论与方法

在 Born-Oppenheimer近似情况下,分子的总能
量 E 是分子电子能量、振动能量、转动能量三部

分能量之和 [10]

T = Te +G+F, (1)

式中 Te 表示电子态的能量, G表示振动谱项, F 表

示转动能量谱项.对某个分子电子态的振动和转动,
我们可以采用振动转子模型 [10]

F =Bυ J(J+1)−Dυ J2(J+1)2

+Hυ J3(J+1)3 + · · · (2)
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其中 Bυ、Dυ、Hυ 为一定电子态的某个振动态下

的转动常数, υ、J分别是振动、转动量子数.
较高态与较低态的电子角动量可能不同,则 J

的跃迁选择定则是

∆J = J′− J′′ = J′− J = 0,±1. (3)

当 ∆J =−1时的跃迁谱线为 P线系,它的跃迁谱线
(即一次能级差)公式为

ν =ν0 + J[Bυ ′(J−1)−Bυ ′′(J+1)]

− J2[Dυ ′(J−1)2 −Dυ ′′(J+1)2]

+ J3[Hυ ′(J−1)3 −Hυ ′′(J+1)3]+ · · · , (4)

式中转动常数 Dυ 项为 10−6 数量级, 而转动常数
Hυ 项为 10−10数量级,因此在此前建立预测双核体
系高转动激发态振转跃迁谱线的解析物理公式 [1]

时忽略了转动常数 Hυ 项以及比 Hυ 项更小的转动

常数项.但由 (4)式可以看出,当取 J = 100等较大
量子态时, J4 和 J6 也能达到 108 和 1012 数量级,此
时它们与转动常数 Dυ 和 Hυ 的乘积值也会对相应

的能谱值产生不小的影响.因此本文在 (4)式中保
留了文献 [1]中忽略了的转动常数 Hυ 项,只忽略比
转动常数 Hυ 项更小的项,即

ν =ν0 + J[Bυ ′(J−1)−Bυ ′′(J+1)]

− J2[Dυ ′(J−1)2 −Dυ ′′(J+1)2]

+ J3[Hυ ′(J−1)3 −Hυ ′′(J+1)3]. (5)

由 (5)式出发,我们使用 n阶差分法 [1] 推得预

测 P支未知谱线的公式为

vJ16 =(vJ15 + vJ14 − vJ13)+(vJ12 − vJ11 − vJ10 + vJ9)

× SP7
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SP2
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(
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SP8

)
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(
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− SP12

SP8

)
, (6)

即附录中 (A17)式. (6)式中,展开系数 SP1—SP12的

表达式由附录中 (A16)式给出,它们都只与转动量
子数 J 相关. ν1—ν15 都是现代光谱实验所给出的

较低转动量子态的能级差, ν16 是我们所要预测的

转动跃迁谱线. 对于某一个特定跃迁体系, 如果我

们知道了其中 15条跃迁谱线的精确数值和转动常
数 Dυ ′ , Dυ ′′ , Hυ ′ 和 Hυ ′′ 的值,只要所选取的转动量
子数能确保展开系数 SP1—SP12 的值都有意义 (即
不出现分母为零的情况),便可以用 (6)式预测出其
他它高转动激发态的未知跃迁谱线.
此前我们推出的忽略了 Hυ 项贡献的预测 P支

未知谱线的公式为 [1]

vJ16 =(vJ15 + vJ14 − vJ13)+(vJ12 − vJ11 − vJ10 + vJ9)

× SP5

SP6
+(vJ8 − vJ7 − vJ6 + vJ5)

SP2

SP6

− (vJ4 − vJ3 − vJ2 + vJ1)
SP1

SP6

+Dυ ′

(
SP3

SP6
− SP7

SP6

)
−Dυ ′′

(
SP8

SP6
− SP4

SP6

)
, (7)

与 (6)式对比, (7)式中缺少了转动常数 Hυ ′ 和 Hυ ′′

项,对应的展开系数 SP1—SP8 详见文献 [1],它们也
只与转动量子数 J 相关,只要所选取的转动量子数
能确保展开系数 SP1—SP8 的值都有意义即可.我们
将通过下述应用来研究转动常数 Hυ ′ 所对应的能

级贡献对谱线精度的影响.

3 新公式的应用

由于实验条件的客观限制,现代光谱实验技术
都只能给出某一个双原子分子系统特定跃迁的较

低转动量子态的跃迁谱线. 一般情况下, 我们通过
光谱实验所给出的 n 条跃迁谱线的精确实验值与

转动常数 Dυ ′ , Dυ ′′ , Hυ ′ 和 Hυ ′′ 的值,按照下述方法
便可以计算出所需预言的跃迁谱线:

1)从 n条已知的实验跃迁谱线数据中选取 15
条跃迁谱线,只要所对应的转动量子数 J能确保 (6)
式中的展开系数 SP1—SP12 的值都有意义即可. 这
共有 N =C15

n 种可能的数据选法 (其中很大一部分
都使得 SP1—SP12 无意义, 因此实际可能数要远小
于这个数).

2)将每一种含有 15个数据的组合代入 (6)式,
计算与 n 条实验谱线对应的理论跃迁谱线, 从而
得到与该输入数据组合对应的振转理论跃迁带.如
此得到该体系的 N 条振转跃迁谱带. 使用如下物
理判据:

|νJ,exp t −νJ,cal| → 0,

|∆J,exp t −∆J,cal| → 0,∆J = νJ −νJ−1,

|∆J,exp t/νJ,exp t |− |∆J,cal/νJ,cal| → 0, (8)
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检验每一条振转跃迁谱带,其中最好地满足以上判
据的那个数据组合所对应的振转跃迁谱带便是该

跃迁体系真实跃迁谱带的最佳物理表象.
3)将所选出的最佳表象对应的 15个实验光谱

数据代入 (6)式, 计算出高转动量子态的 k 条跃迁
谱线 νhJn+1 , · · · ,νhJn+k . 这些跃迁谱线便是理论预测
的实验未曾得到的振转跃迁谱线.

4) 将所选择的这 15 个实验光谱数据代入 (7)
式,计算出该不含 Hυ 的公式所预测的高转动量子

态的 k条跃迁谱线 νdJn+1 , · · · ,νdJn+k . 将所计算出的
跃迁谱线 νdJn+1 , · · · ,νdJn+k 与步骤 3中所计算出的
包含 Hυ 贡献的跃迁谱线 νhJn+1 , · · · ,νhJn+k 进行对

比,分析两组数据的精确度差异.
在推导上述 P支公式的过程中,除了已略去双

原子分子振转能级展开式中比 Hυ 更小的极小量贡

献外, 没有引入任何物理模型和数学近似. 因此只
要选择的 15个实验数据足够精确,便能够使用 (6)
式精确地预言实验难以测得的振转跃迁光谱线.
应用 (6) 式以及判据 (8), 我们分别研究

了 AuO 分子 B2Σ−—X2Π3/2 电子跃迁系统中

17742 cm−1[19] 振动跃迁带下的 Pf 支转动光谱和

b2Π3/2—X2Π3/2 系统中 (3, 0)和 (4, 0)[20] 振动跃迁

带下的 P支转动光谱,并与不含 Hυ 项贡献的 (7)式
预测出来的跃迁谱线数据进行了对比.
用于计算 AuO 分子 B2Σ−—X2Π3/2 电子跃迁

系统中 17742 cm−1 振动跃迁带下 Pf 支转动光谱

的 15条实验跃迁谱线的转动量子数列于表 1,包含
与不包含 Hυ 项贡献的计算结果对比见表 2. AuO
分子 b2Π3/2—X2Π3/2 系统中 (3, 0) 和 (4, 0) 振动
跃迁带下的转动常数值列于表 3. 用于计算 AuO
分子 b2Π3/2—X2Π3/2 系统中 (3, 0) 和 (4, 0) 振动
跃迁带下的 P 支转动光谱的 15 条实验跃迁谱线
的转动量子数列于表 4. 使用 (6)和 (7)式计算 (4,
0) 振动跃迁带下的 P 支转动光谱的包含与不包
含 Hυ 项贡献的结果对比见表 5 (限于篇幅, 本文
没有列出 (3, 0) 振动跃迁带 P 支转动跃迁谱线的
具体数值). 表中的实验光谱值用 νexp t 表示, 本文

计算的包含 Hυ 项的理论光谱线为 νh, 忽略 Hυ 项

的为 νd , 实验谱线和包含 Hυ 项的理论值的光谱

线差为 νexp t −νh,实验谱线和忽略 Hυ 项的理论值

的光谱线差为 νexp t −νd ,实验和包含 Hυ 项的理论

光谱线差的均方差为 mse h, 实验和忽略 Hυ 项的

理论光谱线差的均方差为 mse d. 所有数据的单位

均为 cm−1.

由表 2 可以看出, 包含 Hυ 项贡献的 (6) 式

所预测的能级谱线与实验数值的最大误差为

0.043 cm−1 (J = 5.5), 而不包含 Hυ 项贡献的 (7)

式计算出的最大误差为 0.26 cm−1 (J = 23.5). 同

样表 5 中 (6) 式计算出的最大误差为 0.0115 cm−1

(J = 7.5),而 (7)式计算出的最大误差为 0.098 cm−1

(J = 28.5). 由表 2 和表 5 下方的两种公式预测

结果与实验值的误差均方差我们可以看出, (6)

式预测结果的均方差约为 (7) 式的四分之一至

十分之一.

另外, 小量 Hυ 项对能级的增量贡献会随着转

动态 J 越来越大而逐渐显著. 所以随着 J 的增大,

(7)式计算的 P支跃迁谱线 (转动能级差)会逐渐小

于 (6)式计算的谱线,即与正确值的差距越来越大.

表 2和表 5分别显示了这样的性质: 对 AuO分子

B2Σ−—X2Π3/2 系统的 17742 cm−1 振动跃迁带,不

包含 Hυ 项贡献的 (7) 式所预言的跃迁谱线 νd 在

J = 61.5时比包含 Hυ 项贡献的 (6)式所得的 νh 小

1 cm−1 (类似,对 (4, 0)振动跃迁带,表 5中的 νd 在

J = 36.5时比 νh 小 1 cm−1). 此后随着 J 的不断增

大, νd 比 νh 越来越小. 当达到计算所取的最高转动

态 J = 99.5 时, 表 2 中的 νd 比 νh 小了 12.6 cm−1;

表 5中的 νd 竞比 νh 小了 681.8 cm−1. 而这个能量

差值已在不少化学反应的能量范围.这意味着在使

用不包含 Hυ 贡献的振转能级公式来分析或定量

研究涉及高转动激发态的物理过程或化学反应时

可能发生难以避免的重要错误,也充分说明了小量

Hυ 所对应的能级项对高转动量子态能级和跃迁谱

线的重要性.

表 1 用于计算 AuO分子 B2Σ−—X2Π3/2 电子跃迁系统中 17742 cm−1 振动跃迁带下 Pf 支转动跃迁

谱线的 15条实验谱线的转动量子数 J及转动常数值 (单位为 cm−1)

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8

Pf 7.5 9.5 11.5 12.5 13.5 14.5 15.5 17.5

J9 J10 J11 J12 J13 J14 J15

Pf 18.5 24.5 27.5 29.5 30.5 37.5 39.5

Dυ ′ = 0.00259×10−4, Dυ ′′ = 0.00276×10−4, Hυ′ =−0.0194×10−8,Hυ ′′ =−0.0195×10−8.
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表 2 AuO分子 B2Σ−—X2Π3/2 系统中 17742 cm−1 振动跃迁带的 Pf 支转动跃迁迁谱线 (所有数据的单位均为 cm−1)

J ν [19]
exp t νh νexp t −νh νd νexp t −νd

0.5 17740.69592517 17740.89957852

1.5 17739.66572025 17739.87205397

2.5 17738.53848294 17738.74733935

3.5 17737.31422079 17737.52544190

4.5 17735.99294209 17736.20636925

5.5 17734.618 17734.57465605 4.33439×10−2 17734.7901294715 −1.72129×10−1

6.5 17733.092 17733.05937291 3.26271×10−2 17733.2767310119 −1.84731×10−1

7.5 17731.480 17731.44710410 3.28959×10−2 17731.6661827423 −1.86183×10−1

8.5 17729.760 17729.73786239 2.21376×10−2 17729.9584939385 −1.98494×10−2

9.5 17727.951 17727.93166204 1.93380×10−2 17728.1536742846 −2.02674×10−1

10.5 17726.042 17726.02851891 1.34811×10−2 17726.2517338726 −2.09734×10−1

11.5 17724.040 17724.02845065 1.15493×10−2 17724.2526832025 −2.12683×10−1

12.5 17721.935 17721.93147682 3.52318×10−3 17722.1565331822 −2.21533×10−1

13.5 17719.736 17719.73761905 −1.61905×10−3 17719.9632951278 −2.27295×10−1

14.5 17717.458 17717.44690118 1.10988×10−2 17717.6729807633 −2.14981×10−1

15.5 17715.059 17715.05934942 −3.49417×10−4 17715.2856022207 −2.26602×10−1

16.5 17712.566 17712.57499248 −8.99248×10−3 17712.8011720399 −2.35172×10−1

17.5 17709.974 17709.99386177 −1.98618×10−2 17710.2197031690 −2.45703×10−1

18.5 17707.300 17707.31599147 −1.59915×10−2 17707.5412089640 −2.41209×10−1

19.5 17704.531 17704.54141877 −1.04188×10−2 17704.7657031889 −2.34703×10−1

20.5 17701.654 17701.67018396 −1.61840×10−2 17701.8932000157 −2.39200×10−1

21.5 17698.678 17698.70233061 −2.43306×10−2 17698.9237140243 −2.45714×10−1

22.5 17695.602 17695.63790572 −3.59057×10−2 17695.8572602028 −2.55260×10−1

23.5 17692.434 17692.47695987 −4.29599×10−2 17692.6938539472 −2.59854×10−1

24.5 17689.202 17689.21954741 −1.75474×10−2 17689.4335110615 −2.31511×10−1

25.5 17685.851 17685.86572655 −1.47265×10−2 17686.0762477576 −2.25248×10−1

26.5 17682.411 17682.41555957 −4.55957×10−3 17682.6220806556 −2.11081×10−1

27.5 17678.872 17678.86911297 2.88703×10−3 17679.0710267835 −1.99027×10−1

28.5 17675.227 17675.22645761 5.42387×10−4 17675.4231035773 −1.96104×10−1

29.5 17671.489 17671.48766890 1.33110×10−3 17671.6783288809 −1.89329×10−1

30.5 17667.663 17667.65282693 1.01731×10−2 17667.8367209465 −1.73721×10−1

31.5 17663.746 17663.72201663 2.39834×10−2 17663.8982984339 −1.52298×10−1

32.5 17659.725 17659.69532796 2.96720×10−2 17659.8630804112 −1.38080×10−1

33.5 17655.598 17655.57285606 2.51439×10−2 17655.7310863543 −1.33086×10−1

34.5 17651.388 17651.35470140 3.32986×10−2 17651.5023361474 −1.14336×10−1

35.5 17647.079 17647.04096996 3.80300×10−2 17647.1768500823 −9.78501×10−2

36.5 17642.670 17642.63177339 3.82266×10−2 17642.7546488591 −8.46489×10−2

37.5 17638.170 17638.12722915 4.27708×10−2 17638.2357535857 −6.57536×10−2

38.5 17633.539 17633.52746073 1.15393×10−2 17633.6201857783 −8.11858×10−2

39.5 17628.800 17628.83259778 −3.25978×10−2 17628.9079673607 −1.07967×10−1

40.5 17624.04277626 17624.09912067

41.5 17619.15813866 17619.19366843

42.5 17614.17883413 17614.19163381

43.5 17609.10501865 17609.09304035
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表 2 续

J ν [19]
exp t νh νexp t −νh νd νexp t −νd

44.5 17603.93685522 17603.89791202

45.5 17598.67451403 17598.60627319

46.5 17593.31817260 17593.21814865

47.5 17587.86801599 17587.73356358

48.5 17582.32423697 17582.15254357

49.5 17576.68703615 17576.47511463

50.5 17570.95662222 17570.70130317

· · ·

70.5 17437.17375414 17435.02903255

71.5 17429.55021354 17427.23801195

72.5 17421.84044907 17419.35129312

73.5 17414.04490432 17411.36891186

74.5 17406.16403535 17403.29090437

75.5 17398.19831086 17395.11730726

· · ·

94.5 17231.44945063 17221.70861321

95.5 17221.90625360 17211.63154057

96.5 17212.29131371 17201.45974142

97.5 17202.60542805 17191.19326134

98.5 17192.84941101 17180.83214633

99.5 17183.02409442 17170.37644278

(实验和包含 Hυ 项的理论光谱线差的均方差为 mse h = 0.020401107404776,实验和忽略 Hυ 项的理论光谱线差的均方差为

mse d = 0.194561236631617).

表 3 AuO分子 b2Π3/2—X2Π3/2 系统中各振动跃迁带的转动常数值 (单位为 cm−1)

X2Π3/2,υ = 0 b2Π3/2,υ = 3 b2Π3/2,υ = 4

Dυ ×106 0.38109 1.528 2.272

Hυ ×1010 0.0 2.40 7.32

表 4 用于计算 AuO分子 b2Π3/2—X2Π3/2 系统中 (3, 0)和 (4, 0)振动跃迁带的 P支转动
跃迁谱线的 15条实验谱线的转动量子数

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8

Pe (3,0) 31.5 18.5 26.5 5.5 35.5 24.5 21.5 12.5

Pe (4,0) 17.5 23.5 27.5 15.5 12.5 5.5 16.5 20.5

J9 J10 J11 J12 J13 J14 J15

Pe (3,0) 4.5 33.5 8.5 3.5 14.5 30.5 4.5

Pe (4,0) 6.5 16.5 21.5 5.5 5.5 4.5 8.5

为了更直观地考察 (6)式与 (7)式所预测的跃
迁谱线的精确度,我们把 (6)式与 (7)式所预测出的
跃迁谱线与实验所给出的跃迁谱线之间的差值用

图 1至图 3表示出来.
由图 1至图 3我们可以很清晰地看出, (6)式与

(7)式所预测出的跃迁谱线与实验所给出的跃迁谱
线之间的差值 (行为)起伏基本相同.但 (6)式的差
值更小、波动幅度也更小. 由这些图表和上述分析

可知, 在转动能级表达式中保留小量转动常数 Hυ

项后,所推导的预言跃迁谱线的公式比忽略 Hυ 项

的原计算公式更好地重复了实验所给出的跃迁谱

线,因而也更好地预言了实验技术和其他理论方法
难以得到的高转动激发态的振转跃迁谱线.
当然,当转动量子态 J更大时,例如,当 J = 150

时 J6 → 1013,人们需要在振转能级展开式中考虑比
小量 Hυ 更小的高阶光谱项的贡献.
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表 5 AuO分子 b2Π3/2—X2Π3/2 系统中 (4, 0)振动跃迁带的 P支转动跃迁谱线 (所有数据的单位均为 cm−1)

J ν [20]
exp t νh νexp t −νh νd νexp t −νd

0.5 18622.47168915 18622.55984838

1.5 18621.73934503 18621.80855640

2.5 18620.87089595 18620.92302013

3.5 18619.86628334 18619.90318064

4.5 18618.718 18618.72540440 −7.40440×10−3 18618.7489336205 −3.09336×10−2

5.5 18617.442 18617.44811340 −6.11340×10−3 18617.4601293871 −1.81294×10−2

6.5 18616.031 18616.03422350 −3.22350×10−3 18616.0365728659 −5.57287×10−3

7.5 18614.495 18614.48350915 1.14908×10−2 18614.4780236039 1.69764×10−2

8.5 18612.797 18612.79570900 1.29100×10−3 18612.7841957665 1.28042×10−2

9.5 18610.974 18610.97052926 3.47074×10−3 18610.9547581372 1.92419×10−2

10.5 18609.011 18609.00764774 3.35226×10−3 18608.9893341180 2.16659×10−2

11.5 18606.906 18606.90671828 −7.18277×10−4 18606.8875017289 1.84983×10−2

12.5 18604.667 18604.66737574 −3.75737×10−4 18604.6487936085 1.82064×10−2

13.5 18602.291 18602.28924158 1.75842×10−3 18602.2726970136 1.83030×10−2

14.5 18599.778 18599.77192991 6.07009×10−3 18599.7586538193 1.93462×10−2

15.5 18597.121 18597.11505404 5.94596×10−3 18597.1060605190 1.49395×10−2

16.5 18594.320 18594.31823364 1.76636×10−3 18594.3142682244 5.73178×10−3

17.5 18591.379 18591.38110237 −2.10237×10−3 18591.3825826656 −3.58267×10−3

18.5 18588.299 18588.30331602 −4.31602×10−3 18588.3102641908 −1.12642×10−2

19.5 18585.079 18585.08456127 −5.56127×10−3 18585.0965277667 −1.75278×10−2

20.5 18581.722 18581.72456483 −2.56483×10−3 18581.7405429782 −1.85430×10−2

21.5 18578.212 18578.22310326 −1.11033×10−2 18578.2414340285 −2.94340×10−2

22.5 18574.569 18574.58001321 −1.10132×10−2 18574.5982797392 −2.92797×10−2

23.5 18570.799 18570.79520225 3.79775×10−3 18570.8101135501 −1.11136×10−2

24.5 18566.878 18566.86866017 9.33983×10−3 18566.8759235194 2.07648×10−3

25.5 18562.795 18562.80047086 −5.47086×10−3 18562.7946523235 3.47676×10−4

26.5 18558.582 18558.59082470 −8.82470×10−3 18558.5651972572 1.68027×10−2

27.5 18554.243 18554.24003145 2.96855×10−3 18554.1864102334 5.65898×10−2

28.5 18549.755 18549.74853370 6.46630×10−3 18549.6570977836 9.79022×10−2

29.5 18545.11692086 18544.97602106

30.5 18540.34594361 18540.14189582

31.5 18535.43652896 18535.15339247

32.5 18530.38979577 18530.00913599

· · ·

62.5 18333.71689713 18294.57924580

63.5 18326.90717212 18283.67704242

64.5 18320.21786791 18272.55112453

65.5 18313.66860652 18261.19861955

· · ·

96.5 18345.28431992 17779.10628420

97.5 18361.48788653 17758.71469975

98.5 18379.28699833 17737.97627356

99.5 18398.75866021 17716.88659005

(实验和包含 Hυ 项的理论光谱线差的均方差为 mse h = 0.00527124672150118,实验和忽略 Hυ 项的理论光谱线差的均方差为

mse d = 0.02145054733879685).
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图 1 AuO 分子 B2Σ−—X2Π3/2 系统中 17742 cm−1 振动跃迁

带 Pf 支转动跃迁谱线的实验值 νexp t 与包含 Hυ 项的预测谱线

νh 之间的差值 (◦)和忽略 Hυ 项的预测谱线 νd 之间的差值 (+)
的对比图

图 2 AuO分子 b2Π3/2—X2Π3/2 系统中 (3, 0)振动跃迁带的 P
支转动跃迁谱线的实验值 νexp t 与包含 Hυ 项的预测谱线 νh 之

间的差值 (◦)和忽略 Hυ 项的预测谱线 νd 之间的差值 (+)的对
比图

4 结 论

本文在孙卫国等近期建立的预言振转跃迁谱

线 [1]的工作基础上,在分子转动能级中保留了前期
工作中忽略了的小量转动常数 Hυ 项的贡献,使用
n阶差分法重新建立了预言双核体系振转跃迁谱线

的新 (6)式. 将该新公式应用于研究 AuO分子的三
个不同振动跃迁带的大量转动跃迁谱线的结果表

明：在双核体系的转动能级和振转跃迁谱线中考

虑小量转动项 (高阶小量转动物理效应)Hυ 的贡献

是重要的, 对于高转动激发态更是必要的. 保留小
量转动项 Hυ 后,此例的计算精度提高了约一个数
量级,此高阶小量 Hυ 对能级的增量贡献有可能达

到化学反应的能量范围.

图 3 AuO分子 b2Π3/2—X2Π3/2 系统中 (4, 0)振动跃迁带的 P
支转动跃迁谱线的实验值 νexp t 与包含 Hυ 项的预测谱线 νh 之

间的差值 (◦)和忽略 Hυ 项的预测谱线 νd 之间的差值 (+)的对
比图

附 录 预言 P 支振转跃迁谱线的新
公式

在 Born-Oppenheimer近似情况下,分子的总能量

T = Te +G+F, (A1)

式中双核体系的转动能级为

G =ω0 +(ωe +ωe0)

(
υ +

1
2

)
−ωe xe

(
υ +

1
2

)2

+ωe ye

(
υ +

1
2

)3

+ · · ·

=ωe

(
υ +

1
2

)
−ωe xe

(
υ +

1
2

)2

+ωe ye

(
υ +

1
2

)3

+ · · ·

F =Bυ J(J+1)−Dυ J2(J+1)2 +Hυ J3(J+1)3 + · · · (A2)

其中 υ , J 分别是振动、转动量子数, ωe , ωe xe , ωe ye 为电子态平衡振动常数, Bυ , Dυ , Hυ 为一定电子态的某个振动态下的转

动常数 [21],

Bυ =Be −αe

(
υ +

1
2

)
+ γe

(
υ +

1
2

)2

−
7

∑
i=3

ηe i

(
υ +

1
2

)i

, (A2-1)
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Dυ =D̃e +βe

(
υ +

1
2

)
−

7

∑
k=2

δek

(
υ +

1
2

)k

. (A2-2)

Hυ =he +
7

∑
k=1

hek

(
υ +

1
2

)k

. (A2-3)

分子的各微观状态在能级之间发生跃迁时,可对较高、较低能级分别用上标 (′)和 (′′)那么分子在不同量子态之间的跃迁
光谱线 (跃迁的能量差)可表示为

ν = νe +νυ +νr = (T ′
e −T ′′

e )+(G′−G′′)+(F ′−F ′′). (A3)

对于特定的电子跃迁和振动跃迁,

ν0 = νe +νυ =
{
(T ′

e −T ′′
e )+(G′−G′′)

}
这个量是恒定的. 对于一个给定的 ν0 值,所有可能的转动跃迁合在一起构成一个单独的振转跃迁谱带.某条转动跃迁谱线 (转
动能量差)为

νr =F ′(J′)−F ′′(J′′) = εJ′ − εJ′′

νr =Bυ ′J′(J′+1)−Dυ ′J′2(J′+1)2 +Hυ ′J′3(J′+1)3 + · · ·−
[
Bυ ′′J′′(J′′+1)−Dυ ′′J′′2(J′′+1)2

+Hυ ′′J′′3(J′′+1)3 + · · ·
]
, (A4)

则对应的 P支跃迁谱线可以表示为

ν =ν0 + J[Bυ ′(J−1)−Bυ ′′(J+1)]− J2[Dυ ′(J−1)2 −Dυ ′′(J+1)2]+ J3[Hυ ′(J−1)3 −Hυ ′′(J+1)3]+ · · ·

=εJ−1 − εJ . (A5)

若忽略比 Hυ 项更高阶项的贡献, (A5)式可写为

ν −ν0 =νJ −ν0

=J(J−1)Bυ ′ − J(J+1)Bυ ′′ − J2(J−1)2Dυ ′ + J2(J+1)2Dυ ′′ + J3(J−1)3Hυ ′ − J3(J+1)3Hυ ′′ . (A6)

对于给定一组转动量子数 {J},我们可以取转动能级 εJ1 和 εJ2 的差值,

∆εJ =εJ2 − εJ1 = νJ2 −νJ0 − (νJ1 −νJ0)

=J2(J2 −1)Bυ ′ − J2(J2 +1)Bυ ′′ − J2
2 (J2 −1)2Dυ ′ + J2

2 (J2 +1)2Dυ ′′ + J3
2 (J2 −1)3Hυ ′ − J3

2 (J2 +1)3Hυ ′′

− [J1(J1 −1)Bυ ′ − J1(J1 +1)Bυ ′′ − J2
1 (J1 −1)2Dυ ′ + J2

1 (J1 +1)2Dυ ′′ + J3
1 (J1 −1)3Hυ ′

− J3
1 (J1 +1)3Hυ ′′ ]. (A7)

同理, (A7)式也满足 J3, J4.

∆εJ′ =εJ4 − εJ3 = νJ4 −νJ0 − (νJ3 −νJ0)

=J4(J4 −1)Bυ ′ − J4(J4 +1)Bυ ′′ − J2
4 (J4 −1)2Dυ ′ + J2

4 (J4 +1)2Dυ ′′ + J3
4 (J4 −1)3Hυ ′ − J3

4 (J4 +1)3Hυ ′′

− [J3(J3 −1)Bυ ′ − J3(J3 +1)Bυ ′′ − J2
3 (J3 −1)2Dυ ′ + J2

3 (J3 +1)2Dυ ′′ + J3
3 (J3 −1)3Hυ ′

− J3
3 (J3 +1)3Hυ ′′ ]. (A8)

使用 (A7)式和 (A8)式,人们进一步求二次能级逐差

∆εJ′ −∆εJ =εJ4 − εJ3 − (εJ2 − εJ1) = νJ4 −νJ3 − (νJ2 −νJ1)

=J4(J4 −1)Bυ ′ − J4(J4 +1)Bυ ′′ − J2
4 (J4 −1)2Dυ ′ + J2

4 (J4 +1)2Dυ ′′ + J3
4 (J4 −1)3Hυ ′ − J3

4 (J4 +1)3Hυ ′′

− [J3(J3 −1)Bυ ′ − J3(J3 +1)Bυ ′′ − J2
3 (J3 −1)2Dυ ′ + J2

3 (J3 +1)2Dυ ′′ + J3
3 (J3 −1)3Hυ ′

− J3
3 (J3 +1)3Hυ ′′ ]−{J2(J2 −1)Bυ ′ − J2(J2 +1)Bυ ′′ − J2

2 (J2 −1)2Dυ ′ + J2
2 (J2 +1)2Dυ ′′

+ J3
2 (J2 −1)3Hυ ′ − J3

2 (J2 +1)3Hυ ′′ − [J1(J1 −1)Bυ ′ − J1(J1 +1)Bυ ′′ − J2
1 (J1 −1)2Dυ ′
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+ J2
1 (J1 +1)2Dυ ′′ + J3

1 (J1 −1)3Hυ ′ − J3
1 (J1 +1)3Hυ ′′ ]}.

整理上式得

νJ4 −νJ3 − (νJ2 −νJ1)

=Bυ ′ [J4(J4 −1)− J3(J3 −1)− J2(J2 −1)+ J1(J1 −1)]−Bυ ′′ [J4(J4 +1)− J3(J3 +1)− J2(J2 +1)+ J1(J1 +1)]

−Dυ ′ [J2
4 (J4 −1)2 − J2

3 (J3 −1)2 − J2
2 (J2 −1)2 + J2

1 (J1 −1)2]+Dυ ′′ [J2
4 (J4 +1)2 − J2

3 (J3 +1)2 − J2
2 (J2 +1)2

+ J2
1 (J1 +1)2]+Hυ ′ [J3

4 (J4 −1)3 − J3
3 (J3 −1)3 − J3

2 (J2 −1)3 + J3
1 (J1 −1)3]

−Hυ ′′ [J3
4 (J4 +1)3 − J3

3 (J3 +1)3 − J3
2 (J2 +1)3 + J3

1 (J1 +1)3]. (A9)

若令

c1(J1,J2,J3,J4)P = J4(J4 −1)− J3(J3 −1)− J2(J2 −1)+ J1(J1 −1), (A10-1)

c2(J1,J2,J3,J4)P = J4(J4 +1)− J3(J3 +1)− J2(J2 +1)+ J1(J1 +1), (A10-2)

c3(J1,J2,J3,J4)P = J2
4 (J4 −1)2 − J2

3 (J3 −1)2 − J2
2 (J2 −1)2 + J2

1 (J1 −1)2, (A10-3)

c4(J1,J2,J3,J4)P = J2
4 (J4 +1)2 − J2

3 (J3 +1)2 − J2
2 (J2 +1)2 + J2

1 (J1 +1)2, (A10-4)

c5(J1,J2,J3,J4)P = J3
4 (J4 −1)3 − J3

3 (J3 −1)3 − J3
2 (J2 −1)3 + J3

1 (J1 −1)3, (A10-5)

c6(J1,J2,J3,J4)P = J3
4 (J4 +1)3 − J3

3 (J3 +1)3 − J3
2 (J2 +1)3 + J3

1 (J1 +1)3, (A10-6)

则 (A9)式重写为

νJ4 −νJ3 − (νJ2 −νJ1) =Bυ ′c1(J1,J2,J3,J4)P −Bυ ′′c2(J1,J2,J3,J4)P −Dυ ′c3(J1,J2,J3,J4)P

+Dυ ′′c4(J1,J2,J3,J4)P +Hυ ′c5(J1,J2,J3,J4)P −Hυ ′′c6(J1,J2,J3,J4)P. (A11)

由上式,可得转动常数 Bυ ′ 的表达式

Bυ ′ =Bυ ′′
c2(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
+Dυ ′

c3(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
−Dυ ′′

c4(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P

−Hυ ′
c5(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
+Hυ ′′

c6(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
+

(νJ4 −νJ3 −νJ2 +νJ1)

c1(J1,J2,J3,J4)P
. ((A12-1))

对某一特定的跃迁, (A12-1)式对 J5, J6, J7, J8 也成立,即

Bυ ′ =Bυ ′′
c2(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
+Dυ ′

c3(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
−Dυ ′′

c4(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

−Hυ ′
c5(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
+Hυ ′′

c6(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
+

(νJ8 −νJ7 −νJ6 +νJ5)

c1(J5,J6,J7,J8)P
. (A12-2)

(A12-1)与 (A12-2)两式应相等,于是有

Bυ ′′
c2(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
+Dυ ′

c3(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
−Dυ ′′

c4(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P

−Hυ ′
c5(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
+Hυ ′′

c6(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
+

(νJ4 −νJ3 −νJ2 +νJ1)

c1(J1,J2,J3,J4)P

=Bυ ′′
c2(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
+Dυ ′

c3(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
−Dυ ′′

c4(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

−Hυ ′
c5(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
+Hυ ′′

c6(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
+

(νJ8 −νJ7 −νJ6 +νJ5)

c1(J5,J6,J7,J8)P
.

整理得

Bυ ′′

(
c2(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
− c2(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

)
=

[
(νJ8 −νJ7 −νJ6 +νJ5)

c1(J5,J6,J7,J8)P
−

(νJ4 −νJ3 −νJ2 +νJ1)

c1(J1,J2,J3,J4)P

]
+Dυ ′

[
c3(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
− c3(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P

]
213301-9
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+Dυ ′′

[
c4(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
− c4(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

]
+Hυ ′

[
c5(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
− c5(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

]
+Hυ ′′

[
c6(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
− c6(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P

]
.

进一步化简得常数 Bυ ′′ 的表达式为

Bυ ′′ =

[
(νJ8 −νJ7 −νJ6 +νJ5)

c1(J5,J6,J7,J8)P
−

(νJ4 −νJ3 −νJ2 +νJ1)

c1(J1,J2,J3,J4)P

]/[(
c2(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
− c2(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

)]
+Dυ ′

[
c3(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
− c3(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P

]/[(
c2(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
− c2(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

)]
+Dυ ′′

[
c4(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
− c4(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

]/[(
c2(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
− c2(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

)]
+Hυ ′

[
c5(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
− c5(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

]/[(
c2(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
− c2(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

)]
+Hυ ′′

[
c6(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P
− c6(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P

]/[(
c2(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)P
− c2(J5,J6,J7,J8)P

c1(J5,J6,J7,J8)P

)]
,

可以写为

Bυ ′′ = (νJ4 −νJ3 −νJ2 +νJ1)SP1 − (νJ8 −νJ7 −νJ6 +νJ5)SP2 −Dυ ′SP3 +Dυ ′′SP4 +Hυ ′SP5 −Hυ ′′SP6, (A13)

其中

SP1 =
c1(J5,J6,J7,J8)P

c1(J1,J2,J3,J4)Pc2(J5,J6,J7,J8)P − c2(J1,J2,J3,J4)Pc1(J5,J6,J7,J8)P
, (A14-1)

SP2 =
c1(J1,J2,J3,J4)P

c1(J1,J2,J3,J4)Pc2(J5,J6,J7,J8)P − c2(J1,J2,J3,J4)Pc1(J5,J6,J7,J8)P
, (A14-2)

SP3 =
c1(J1,J2,J3,J4)Pc3(J5,J6,J7,J8)P − c3(J1,J2,J3,J4)Pc1(J5,J6,J7,J8)P

c1(J1,J2,J3,J4)Pc2(J5,J6,J7,J8)P − c2(J1,J2,J3,J4)Pc1(J5,J6,J7,J8)P
, (A14-3)

SP4 =
c1(J1,J2,J3,J4)Pc4(J5,J6,J7,J8)P − c4(J1,J2,J3,J4)Pc1(J5,J6,J7,J8)P

c1(J1,J2,J3,J4)Pc2(J5,J6,J7,J8)P − c2(J1,J2,J3,J4)Pc1(J5,J6,J7,J8)P
, (A14-4)

SP5 =
c1(J1,J2,J3,J4)Pc5(J5,J6,J7,J8)P − c5(J1,J2,J3,J4)Pc1(J5,J6,J7,J8)P

c1(J1,J2,J3,J4)Pc2(J5,J6,J7,J8)P − c2(J1,J2,J3,J4)Pc1(J5,J6,J7,J8)P
, (A14-5)

SP6 =
c1(J1,J2,J3,J4)Pc6(J5,J6,J7,J8)P − c6(J1,J2,J3,J4)Pc1(J5,J6,J7,J8)P

c1(J1,J2,J3,J4)Pc2(J5,J6,J7,J8)P − c2(J1,J2,J3,J4)Pc1(J5,J6,J7,J8)P
. (A14-6)

同样,对于某一特定的跃迁,式 (A13)对 J9, J10, J11, J12, J13, J14, J15, J16 也成立,

Bυ ′′ =(νJ12 −νJ11 −νJ10 +νJ9)SP7 − (νJ16 −νJ15 −νJ14 +νJ13)SP8 −Dυ ′SP9 +Dυ ′′SP10 +Hυ ′SP11 −Hυ ′′SP12, (A15)

其中

SP7 =
c1(J13,J14,J15,J16)P

c1(J9,J10,J11,J12)Pc2(J13,J14,J15,J16)P − c2(J9,J10,J11,J12)Pc1(J13,J14,J15,J16)P
, (A16-1)

SP8 =
c1(J9,J10,J11,J12)P

c1(J9,J10,J11,J12)Pc2(J13,J14,J15,J16)P − c2(J9,J10,J11,J12)Pc1(J13,J14,J15,J16)P
, (A16-2)

SP9 =
c1(J9,J10,J11,J12)Pc3(J13,J14,J15,J16)P − c3(J9,J10,J11,J12)Pc1(J13,J14,J15,J16)P

c1(J9,J10,J11,J12)Pc2(J13,J14,J15,J16)P − c2(J9,J10,J11,J12)Pc1(J13,J14,J15,J16)P
, (A16-3)

SP10 =
c1(J9,J10,J11,J12)Pc4(J13,J14,J15,J16)P − c4(J9,J10,J11,J12)Pc1(J13,J14,J15,J16)P

c1(J9,J10,J11,J12)Pc2(J13,J14,J15,J16)P − c2(J9,J10,J11,J12)Pc1(J13,J14,J15,J16)P
, (A16-4)

SP11 =
c1(J9,J10,J11,J12)Pc5(J13,J14,J15,J16)P − c5(J9,J10,J11,J12)Pc1(J13,J14,J15,J16)P

c1(J9,J10,J11,J12)Pc2(J13,J14,J15,J16)P − c2(J9,J10,J11,J12)Pc1(J13,J14,J15,J16)P
, (A16-5)

SP12 =
c1(J9,J10,J11,J12)Pc6(J13,J14,J15,J16)P − c6(J9,J10,J11,J12)Pc1(J13,J14,J15,J16)P

c1(J9,J10,J11,J12)Pc2(J13,J14,J15,J16)P − c2(J9,J10,J11,J12)Pc1(J13,J14,J15,J16)P
. (A16-6)
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(A13)式与 (A15)式应相等,

(νJ4 −νJ3 −νJ2 +νJ1)SP1 − (νJ8 −νJ7 −νJ6 +νJ5)SP2 −Dυ ′SP3 +Dυ ′′SP4 +Hυ ′SP5 −Hυ ′′SP6

=(νJ12 −νJ11 −νJ10 +νJ9)SP7 − (νJ16 −νJ15 −νJ14 +νJ13)SP8 −Dυ ′SP9 +Dυ ′′SP10 +Hυ ′SP11 −Hυ ′′SP12.

整理上式,即得到预测 P支线系未知谱线的公式为 (已忽略比 Hυ 项更小的高阶项的贡献)

vJ16 =(vJ15 + vJ14 − vJ13)+(vJ12 − vJ11 − vJ10 + vJ9)
SP7

SP8
+(vJ8 − vJ7 − vJ6 + vJ5)

SP2

SP8

− (vJ4 − vJ3 − vJ2 + vJ1)
SP1

SP8
+Dυ ′

(
SP3

SP8
− SP9

SP8

)
−Dυ ′′

(
SP4

SP8
− SP10

SP8

)
−Hυ ′

(
SP5

SP8
− SP11

SP8

)
+Hυ ′′

(
SP6

SP8
− SP12

SP8

)
. (A17)
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Abstract
An analytical formula has been proposed to predict the high-lying spectral lines of rovibrational transitions for diatomic systems

by Sun et al. who used multiple spectral difference method. This study improves the formula based on their previous work by adding
a higher order spectral term Hυ . Applications of this new formula to the AuO molecule shows that the accuracy of the P-branch
rovibrational transition lines is about one order of magnitude better than the results obtained using the previous formula, and that the
contributions of the small quantity Hυ to the high-lying rovibrational energies and the transitional lines are shown to be important.
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