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基于拉盖尔-高斯光束的通信系统在非 Kolmogorov湍
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涡旋波束在大气湍流中的传输有非常重要的理论研究和实际应用意义.本文基于利托夫近似和广义惠更斯-菲

涅耳原理,推导出拉盖尔-高斯 (LG)光束在非 Kolmogorov湍流中斜程传输时的螺旋谱,并进一步推导出系统的容

量. 对基于 LG光束的通信系统容量进行了数值计算,并对指数参数、光束波长、天顶角、湍流内尺度、外尺度、

结构常数对系统容量的影响进行了分析比较. 本文的结论能够为 LG光束在非 Kolmogorov湍流中的通信提供一定

的参考价值.
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1 引 言

涡旋光束,是中心光强为零且具有螺旋状相位
波前的奇点光束. 涡旋光束携带 exp(isφ)的相位因
子,每个光子具有 h̄s的轨道角动量,其中 s称为拓
扑荷. 鉴于轨道角动量的重要性, 涡旋光束在生物
医学、信息传输等领域得到了极大的重视 [1−6]. 从
理论上讲,光束的拓扑荷 s可以为任意整数,构成无
穷维厄米空间. 因此与利用强度调制等传统的二进
制编码相比,利用轨道角动量进行通信可以在不增
加带宽的情况下极大的提高数据传输容量.
然而在实际应用中,大气湍流会引起波束的强

度以及相位变化, 导致误码率的增加以及通信容
量的降低 [7−10]. 因此,研究影响基于轨道角动量的
通信系统容量的各种因素,对于提高系统容量具有
重要的意义. Paterson等人研究了涡旋波束在 Kol-
mogorov 湍流中水平传输的系统容量, 而 Anguita
等人利用相位屏模拟的方法研究了 LG光束在 Kol-
mogorov 湍流中水平传输时的系统容量 [11]. 在以
前的研究中,Kolmogorov功率谱被广泛应用. 然而,
实验结果表明,在一些大气层中, Kolmogorov功率

谱会产生很大的偏差, 因此建立了非 Kolmogorov
功率谱模型 [12]. 本文主要研究 LG 光束在非 Kol-
mogorov湍流中斜程传输时的系统容量,并对影响
容量的各种因素进行分析比较.

2 理论推导

LG 波束是一种典型的且易实现的涡旋波束.
当拓扑荷 s不为 0时,光束中心强度为零,相位为螺
旋结构. 在柱坐标系中, LG光束在 z = 0处的表达
式为 [13]

u(r,φ,0) =E0 exp
[
−
(

r
w0

)2]
Ls

p

[
2
(

r
w0

)2]
×
(√

2r
w0

)s

exp(isφ), (1)

式中, r, φ 分别为 z = 0 平面的径向坐标和角向
坐标. w0 为束腰半径, s 为拓扑荷, p 为径向指数,
E0 =

√
2p!(p+ |s|)!π为一常数.

为了阐明轨道角动量的成分,任何一种光束都
可以分解成一系列螺旋谐波 exp(imφ)的叠加 [14]

u(r,φ,z) =
1√
2π

∞

∑
m=−∞

am(r,z)exp(imφ), (2)
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其中 am(r,z) =
1√
2π

∫ 2π

0
u(r,φ,z)exp(−imφ)dφ 且

Cm =
∫ ∞

0
|am(r,z)|2rdr. 拓扑荷 m 的能量可以由

Um = 2ε0Cm 表示, 光束的总能量为 2ε0

∞

∑
q=−∞

Cq, ε0

为真空中的介电常数. 因此, 任一光束的螺旋谐波

m的权重可以表示为

Pm =
Cm

∑∞
q=−∞ Cq

, (3)

也称为螺旋谱.

根据菲涅耳-惠更斯积分公式,在自由空间传输
一段距离 z后, LG光束的复振幅可以表示为
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ρ , ϕ 分别为 z处的角向坐标与径向坐标, k = 2π/λ
为波数, w = w0

√
1 + (z/z0)

2 为 z 处的光束半径.

z0 =
1
2

kw2
0 为瑞利距离,

R(z) = z[1+(z0/z)2],

A = E0[1+(z/z0)
2]−0.5.

利用利托夫近似, LG 光束在弱湍流中传输一

段距离 z后,其光束可以表示为 [3,15]

u(ρ,ϕ ,z) = u0(ρ,ϕ ,z)exp[ψ(ρ ,ϕ ,z)], (5)

其中 ψ(ρ,ϕ ,z)表示由大气湍流引起的相位畸变.

为了求得 Cm,首先需要求得 |am(ρ,z)|2 的表达
式, |am(ρ ,z)|2 表示为

|am(ρ,z)|2 =
1√
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∫ 2π
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将 (4), (5)式代入 (6)式,有
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∗ 为复共轭, ⟨·⟩ 表示系综统计平均. exp
[
⟨ψ(ρ,ρ1,

z)+ψ∗(ρ,ρ2,z)⟩
]
可以表示为 [16,17]

⟨ψ(ρ,ρ1,z)+ψ∗(ρ ,ρ2,z)⟩

=exp
[
− 1

3
π2k2z|ρ1 −ρ2|2

∫ ∞

0
κ3Φn(κ)dκ]. (8)

其中 Φn(κ)为大气湍流的功率谱,这里采用非 Kol-
mogorov功率谱

Φn(κ,α) =A(α)C̃2
n

exp[−(κ2/κ2
m)]

(κ2 +κ2
0 )

α/2 ,

0 6 κ < ∞, 3 < α < 4, (9)

其中 Γ (α − 1)cos(aπ/2)/4π2, A(α) = κ0 = 2π/L0,
κm = c(α)/l0 且

c(α) =

[
Γ
(

5− α
2

)
A(α)

2π
3

][1/(α−5)]

.

L0, l0 分别为大气湍流的外尺度与内尺度. C̃2
n 表

示大气湍流的折射率结构常数, 采用最常用的
Hufnagel–Vally (H-V)模型 [18],

C̃2
n =γC2

n , (10)

C2
n(zcosθ) =0.00594(ν/27)2(zcosθ ×10−5)10

× exp(−zcosθ/1000)

+2.7×10−16 exp(−zcosθ/1500)

+C2
n(0)exp(−zcosθ/100), (11)

γ 为常数 1, 单位为 m−α+11/3, 当 α = 11/3 时,
C̃2

n = C2
n . ν 为高空中的风速, 一般取 ν = 21 m/s,

θ 为天顶角, 即入射光线与地面法线间的夹角. 设
定 T =

∫ ∞

0
κ3Φn(κ)dκ , T 可以表示为 [19,20]
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0
κ3Φn(κ)dκ =
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×
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0
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(12)

式中, β = 2κ2
0 −2κ2

m +ακ2
m, Γ (·)表示伽马函数. 将

(8)—(11)式代入 (7)式,有

|am(ρ,z)|2 = exp
(
− 2

3
π2k2zρ2T

)
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×
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利用以下两个公式 [21]:∫ 2π

0
exp(imϕ) =

 2π, (m = 0),

0, (m ̸= 0),
(14)
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其中 Il(·) 为第一类修正贝塞尔函数. 最终,
|am(ρ,z)|2 可以表示为
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因此, Cm 可以表示为
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对于利用携带单拓扑荷的 LG光束进行通信的
系统,其系统容量可以表示为

C = max[H(x)−H(x|y)]. (18)

根据文献 [3]以及一系列的推导,系统容量 C 最终
可以表示为

C = log(2L+1)+1/(2L+1)∑
l

∑
li

P(l|li)

log
P(l|li)

∑
li

P(l|li)
, (19)

式中, li 为发送端拓扑荷, li ∈ {−L,−L+ 1, · · · ,L−
1,L}, L 为拓扑荷集中最大拓扑荷, P(l|li) 为条
件概率.

3 数值计算及分析

根据上面推导出的系统容量公式, 对基于 LG
光束的通信系统在非 Kolmogorov湍流中斜程传输
时的系统容量与各种参数的关系进行数值计算与

分析,其结果如图 1至图 5所示.

图 1描述了系统容量 C与指数参数 α 的关系.
各参数取值如下: p = 0, λ = 632.8 nm, w0 = 0.01 m,
C̃2

n = 1×10−14 m3−α , l0 = 0.01 m, L0 = 1 m, θ = 80◦,
拓扑荷集合为 M = {−5,−4, · · · ,4,5}. 图 1表明,系
统容量C首先随着指数参数 α 的增大而减小,当达
到最低点后 (α 大约为 3.1),随着 α 的增大而增大.
这与 (17)式中的 T 密切相关.从 (12)式可以看出,
T 表征大气湍流的强度, T 越大,意味着湍流强度越
强. T 与指数参数 α 的关系如图 2所示,参数取值
与图 1相同.从图 2可以看出, α 约为 3.1时,湍流
强度最大.此时, LG光束受湍流影响最大,螺旋谱
弥散最严重,系统容量最低.

图 1 系统容量 C与指数参数 α 图

图 2 T 与指数参数 α 的关系图

系统容量 C 与天顶角 θ 的关系如图 3 所示.
α = 3.3,其他参数取值与图 1相同.由图可知,系统
容量随着天顶角 θ 的增大而减小. 当天顶角 θ 为
90◦ 时, 为水平传输,此时结构常数可视作常数, 系
统容量随着传输距离的增加而减小. 而当天顶角 θ
小于 90◦ 时, 随着传输距离的增加, 系统容量先减
小,后增加,但小于初始的系统容量值.这是因为在
斜程传输时,随着距离的增加, C̃2

n 会减小. 图 3是结
构常数 C̃2

n 与传输距离 z 共同作用的结果. 系统容
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量与波长的关系如图 4所示, α = 3.3,其他参数取
值与图 1 相同. 光束的波长越长, 粒子与涡旋之间
的作用越小, 光束受大气湍流的影响越小, 系统容
量越大.

图 3 系统容量 C与天顶角 θ 的关系

图 4 系统容量与波长的关系

图 5(a), (b), (c)分别描述了系统容量 C与结构

常数 C̃2
n、内尺度 l0、外尺度 L0 的变化关系,参数

取值与图 1 相同. 可以看到, 当结构常数 C̃2
n 增大,

内尺度 l0 减小, 外尺度 L0 增大时, 系统容量 C 减

小. 较大的外尺度 L0 与较小的内尺度 l0 意味着有

更多的涡旋,即湍流强度较大. LG光束受到湍流的
影响越大,系统误码率越高,系统容量就越低. 而且,
内尺度 l0 对系统容量 C的影响大于外尺度 L0 对系

统容量C的影响.

4 结 论

本文对基于 LG光束的空间通信系统在非 Kol-
mogorov湍流中进行斜程传输时的系统容量进行了
研究, 详细研究了指数参数、光束波长、天顶角、

湍流内尺度、外尺度、结构常数对系统容量的影

响. 当天顶角、湍流内尺度减小, 光束波长、结构
常数、湍流外尺度增大时, LG光束受到的影响增
大,系统容量减小. 斜程传输时,随着传输距离的增
加,系统容量先减小,后增加,但小于初始的系统容
量值. 系统容量首先随着指数参数 α 的增大而减
小,当达到最低点后 (α 大约为 3.1),随着 α 的增大
而增大. 本文所得到的结论对非 Kolmogorov 湍流
中涡旋光束通信有潜在的应用价值.

图 5 系统容量 C与结构常数 C̃2
n、内尺度 l0、外尺度 L0 的关

系 (a)系统容量C与结构常数 C̃2
n 的关系图; (b)系统容量C与

内尺度 l0 的关系; (c)系统容量 C与外尺度 L0 的关系
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Average capacity of free-space optical systems for a
Laguerre-Gaussian beam propagating through

non-Kolmogorov turbulence∗
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Abstract
The propagation of vortex beam in atmospheric turbulence is of great importance in theoretical study and practical applications.

Based on the Rytov approximation and extended Huygens-Fresnel integral, the analytical expressions for the spiral spectrum of the
Laguerre-Gaussian (LG) beam propagating in a slant non-Kolmogorov turbulence channel have been derived and the average capacity
of free space optical system is given. The average capaticy of free space optical system is examined and the effects of exponent
parameter, wavelength, zenith angle, inner scale, outer scale, and structure constant on average capacity are also analyzed. Results
obtained in this paper may be benefical to optical communication.
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